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INTECRAlTION    D£S    FONCTIOJVS    ALGEBRIQUES. 


294.  Nous  avons  indiqué  dans  le  premier  livre  [cbap. 
III  et  IV]  les  principes  de  la  théorie  des  quadratures  et 
de  l'intégration  des  fonctions  d'une  seule  variable  :  prin- 
cipes dont  la  connaissance  nous  était  dès  lors  utile,  tant 
pour  nous  former  une  idée  générale  de  la  nature  et  des 
applications  de  l'analyse  infinitésimale,  que  pour  l'éclair- 
cissement de  certains  points  de  doctrine  que  l'on  a  cou- 
tume de  rattacher  au  calcul  différentiel.  Maintenant 
nous  entrons  dans  le  calcul  intégral  proprement  dît;  et 
il  s'agit  d'abord  d'étudier  les  procédés  d'après  lesquels, 
étant  donnée  une  fonction  différentielle  d'une  seule 'va- 
riable, on  trouve  son  intégrale,  quand  on  peut  exprimer 

T.    II.  I 
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analytiquement  cette  intégrale  sous  forme  finie,  en  n'em- 
ployant que  les  fonctions  al  géb  riquesou  les  fonctions 
transcendantes  déjà  connues. 

Lorsque,  pour  intégrer  une  îoncûonfxdx^  on  la  dé- 
compose en  plusieurs  autres  dont  on  connaît  les  inté- 
grales ,  ce  procédé  s'appelle  intégration  par  décomposi- 
tion. Exemple  : 
y'^      dx        f{sïr^x  +  co^^x)dx Pdx  C  dx 

Àv^xco^x     j         sin*j:cos'^  J  co^x     j^\v?x 

=  tan  g  X  —  cot  X  +  consU 
Si  l'on  pose 

^  :=  f  ^  ,      dx  :=:  (f'tdty 

la  fonction  ^^^  deviendrai  une  fonction   différentielle 

de  ^,  de  la  forme 

f{<ft).<f'tde, 

£n  admettant  que  l'on  sache  intégrer  cette  dernière 
fonction,  il  suffira  de  substituer  pour  ty  après  l'inté- 
gration, sa  valeur  en  a:,  et  Ton  aura  l'intégrale  de  la 
proposée»  Ce  procédé  s'appelle  intégration  par  substi- 
tution. 

Ainsi,  pour  avoir  l'intégrale 

xdx 

X  +  a 
on  posera 

x'=zt»    d'où     xdx  zr^-  dt; 

2 

l'intégrale  proposée  deviendra 

-  / ^  =  -  log  (f + a')  4-  const.  =  -  log  (ar*  +a')+  const. 

Ces  deux  artifices  de  calcul,  joints  à  celui  de  Yinté^ 
gration  par  parties  [55],  sont  d'un  usage  continuel,  et 
la  pratique  apprend  à  les  combiner  de  manière  à  arriver 
par  la  voie  la  plu$  courte  au  résultat  cherché  :  on  en 


h 


/ 
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verra  de  nombrèira  exemple»  dans   ce  qui  doit  suivre. 

§  i^^.  Fonctions  rationnelles. 

295.  Une  fonction  différentielle  de  Xy  algébrique,ratiôn- 
nelle  et  entière,  peut  toujours  se  décomposer  en  monômes 
de  la  forme  a  x'^cLcy  et  par  conséquent  peut  toujours  s'in- 
tégrer algébriquement,  paisqu'on  a^  pur  le  renversement 
des  règles  de  la  diflSérentiation , 

af^da:  zz: h  const.  (a) 

IW+  I 

Quelquefois  cette  opération  s'abrëj^e  par  des  substitu- 
tions. Soit,  par  exemple, 

djr  .=  (ax  +  by^  dx: 
on  posera  fla:-|-é=:r,  et  il  viendra 

jr  =  -  /rflfe=  ■  ,  +  goity^ssz^  -^      +  const.  (i) 

Les  formules  {a)  et  (t)  subsktent  pour  des  valeurs 
de  m  positives  ou  négatives ,  entières  ou  frajotionnaires^ 
ou  même  irrationnelles.  Elles  ne  tombent  en  défaut  que 
pour  la  valeur  m£=~^  t  ,  qui  rend  infini  le  teitne 

i»  +  I 

et  en  effet  l'on  sait  que  dans  ce  cas 

dx 

—  =  log  X  +  consi,  \V) 


f 


I. 


X 

£n  passant  aux  intégrales  définies,  on  a 

af^dx  = ' ;  (c\ 

X.  m-\- 1        '  ^  ^ 

et  quand  on  fait  dans  le  second  membre  è&  l'équatioa 
précédente  mz=z  —  i ,  il  se  présente  sous  la  forme ^ ,  ce 
qui  nous  montre  que  le  second  membre  de  l'équation  (a) , 
dans  la  même  hypothèse,  n'est  pas  infini,  mais  indé- 

1. 
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terminé,  à  cause  de  la  constante  arbitraire  qu'il  ren- 
ferme et  qui  doit  être  supposée  infinie,  en  même  temps 
que  le  terme  variable . 
On  a 

-^^T — ^  ==:ar*«+*  log  x; 

donc,  si  l'on  applique  au  second  membre  dé  l'équa- 
tion (c)  la  règle  ordinaire  pour  la  détermination  des 
valeurs  qui  se  présentent  sous  la  forme  indéterminée^, 
on  trouvera 


/. 


—  =  logx  — logx^, 


ainsi  qu'on  le  conclurait  directement  de  la  formule  (^). 
Soit 

fx  désignant  une  fonction  algébrique  entière,  et  m  un 
nombre  entier  positif  :  on  posera,  comme  ci-dessus, 
ojc-^-b^zt;  et  après  qu'on  aura  substitué  pour  jr,  dans 
fx,  sa  valeur  en  t;  et  effectué  les  développements  des 
puissances ,  la  différentielle  d/  sera  la  somme  de  termes 
de  la  forme 

N  désignant  un  coefficient  constant;  aii  moyen  de 
quoi  la  détermination  de  l'intégrale^  sera  ramenée  à 
l'intégration  d'une  suite  de  différentielles  monômes. 

296.  En  général,  une  fonction  différentielle  algé- 
brique, rationnelle  et  fractionnaire,  est  formée  d'une 
suite  de  termes  de  la  forme  « 
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fx,  ¥x  désigoant  deux  polynômes  entiers  en  x ,  et  l'on 
peut  toujours  admettre  que  le  numérateur  ^i:  est  d'un 
degré  inférieur  à  celui  de  Yx  :  autrement  on  effectuerait 
la  division  algébrique,  et  l'on  transformerait  la  fonction 
proposée  en 

ix  désignant  une  fonction  entière  etf^x  une  fonction  de 
degré  inférieur  à  celui  de  Fo:  ;  en  sorte  que  l'intégration 
de  la  fonction  (d)  serait  ramenée  à  celle  de  la  fonction 

^  dx 

Ceci  admis,  supposons  que  l'éqoation  algébrique 

Far=o  (F) 

n'ait  point  de  racines  multiples,  et  soient 

^>  «o  «^•.•,a±Pv/i:7,    a^ip,»/",  etc., 
ses  racines ,  réelles  et  imaginaires  :  on  pourra  poser 

Or,  pn  a  (les  coefficients  A, ,  M, ,  N/dësignant  des  cons- 
tantes ) 

L'dx 

*        —•  Aj  log  {x — a,)+const. , 


tJ  X' 


X Ui 

M,«/+N,  dx 


lXm,x^^i)dxi_fMi{x—oL.)dx         l  P,       ^  p. 

en  sorte  que  l'on  obtient  l'intégrale  de  tous  les  termes 
dans  lesquels  se  trouve  décomposée  la^fonction  (d) ,  et 
par  conséquent  l'intégrale  de  cette  fonction  même. 
On  déterminerait  les  coefficients  A/,  M,,  N|  par  les 
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règles  ordinaires  de  l'algèbre,  en  faisant  disparaître  les 
dénominateurs  dans  l'équation  (a)  qui  doit  être  iden- 
tique j  et  en  égalant  séparément  à  zéro ,  après  le  déve- 
loppement, les  facteurs  qui  multiplient  chaque  pubsance 
de  X.  On  obtiendrait  ainsi  autant  d'équations  du  premier 
degré  entre  les  inconnues  qu'il  y  a  d'inconnues  à  dé- 
terminer :  mais  on  peut  aussi  les  calculer  directement 
par  le  procédé  suivant. 

On  a 

yà? A,  fa:.(x — a,) 

Fx      X — ai  Fjs       ' 

fr  désignant  une  fonction  entière  de  a:  que  l'on  obtient 
par  la  réduction  au  même  dénominateur  de  toutes  les 

fractions,  autres  que^^ — - — ,  qui  entrent  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (a).  De  là  on  tire 

fa:=  ^i  ■.-, — hforiar — a,). 

Lorsqu'on  fait  dans  cette  dernière  équation  a:=a,,  le 
terme  £r.  (a: — a^)  s'en  va,  la  fraction se  présente 

sous  la  formel,  et  ça  vraie  valeur  est  Po,,  quantité 
finie  et  différente  de  zéro,  puisque,  par  hypothèse,  ai 
est  une  racine  simple  de  Téquation  (F)  :  donc  on  a 

A  _  A 
Il  viendrait  de  même 

d»       % 
ou 

M.(«,.±p.i/=i)+N,=±:.p,V-..^^3j,  (3) 
équatioD  qui  se  décompose  eu  deux  autres,  à  cause  du 
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radical  V^^,  et  qui  suffit  pour  déterminer  les  coeffi- 
cients Mj,  Nj. 

297.  Si  l'équation  (F)  a  r  racines  réelles  égales  à  a , 
on  ne  peut  plus  poser 

fx  A'  A"  AW  A. 

*%-= 1 h... H 1 î h  etc.; 

rx       X — a       X  —  a  x  —  a       x  —  a, 

car,  à  cause  de  l'indétermination  des  coefficients  A',  A'' 

etc. ,  cette  équation  ne  différerait  pas  de 

fx_     A       ^       A. 


„    —  .  -  +  etc., 

Yx        X — a        or— «j 

et  Ton  n'aurait  plus  le  nombre  de  coefficients  nécessaire 

pour  établir  l'identité  ;  mais  on  fera 

fx_  k'  A'^  AC'-O  A(^)  A, 

Yx~x^a'^  {x^af^'^'^^x^ay--'^  {x-^ay'^  x^;^^^'' 

So\x 

/ar= A(OF,:r-h  AC»-- •)  (j._a)F,:r+...+ A'C^r — ay-'F.jf 

+  M{x—dyY,x+  [x  —  dfix,  (4) 

en  désignant,  pour  abréger,  par  ^^x  le  polynôme  entier 

F^ 

et  par  îx  la  fonction  entière  qui  est  le  numérateur  de  la 
somme  des  fractions 

S 1 h  etc.,^^ 

x— û,      X  —  a^ 

après  qu'on  les  a  réduites  au  même  dénominateur. 

On   soumet  l'équation  (4)  à  r —  i   différentiations 

successives,  et  l'on  fait  ensuite  a:=a,  tant  dans  cette 

équation  que  dans  ses  différentielles ,  ce  qui  donne  : 

fa=km\a  4-  A('-OF.a ,  i  .^jv 

//i=A(0F\rt4-2A(^-')F>-4-2A(''-»)P,a,   ^         ^  ^ 

et  par  le  moyen  de  ces  équations  on  détermine  succès- 
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siveineiit  les  coefficients  A^''\  A^'""*^  A^'""'*^. .  .A",  A'. 
Il  est  visible  d'ailleurs  qu'après  la  décomposition  de  la 
fonction  fractionnaire  proposée,  chaque  terme  d^  la 
forme 

: r-.aa: 

[x  —  ay 
s'intègre  algébriquement ,  à  l'exception  du  terme 

dxj 

X — a 

qui  s'intègre  par  logarithmes. 

Lorsque  la  racine  a  est  incommensurable  ^  le  polynôme 
F,x  a  des  coefficients  incommensurables ,  même  dans  le 
cas  où  le  polynôme  Yx  n'aurait  que  des  coefficients  ra- 
tionnels :  il  est  donc  utile  de  savoir  calculer  les  quantités 
F,« ,  F',«,  F"ia,  etc.,  qui  entrent  dans  les  équations  (5}, 
sans  avoir  besoin  de  former  le  polynôme  F,x.  Or,  puisquç 
par  hyppthèse 

on  a 

• 

F('W  =  (ar — ay¥^^x  +  - ,  rix-^df-  'F,('-Ojr 

+  'iillliir(r—  i)  (jp— ay-'F/'-'^^-hetç,, 

la  suite  se  pi^loageant  jusqu'au  terme 

r{r^  i)  (r— a) . .  .(r — ^^-  i)  {x~ay-'¥^x , 
pour  les  valeurs  de  «  <  r,  et  jusqu'au  terme 

-^^ '-^ ~-^ ^^—^  ,r(r— i)..-3.2.ite— «)°F  0-^):^: 

i.2.o...r  V  /  V  /     I 

=*(i— i)(i-r-2)...(«— r+i)F,('-0^, 

pour  les  valeurs  de  i  >  r.  Ce  dernier  terme  étant  le  seul 

qui  ne  s'évanouisse  pas  quand  on  fait  ^  =  a ,  il  vient 

F(0"û=r(r — ij(r —  a). .  .3.2.i.Fja, 
F(^+0a  =  (/-4-i)r(r  -  i).  •  .4.3.2. F\a, 

F('+0«  =  (V-|-2)(r-+.i)/\..5.4.3.F%«,  etc.; 
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et  par  suite  on  pourra  chasser  F,a,  F^a,  F'',a,  etc.,  des 
équations  (5). 

298.  Si  l'équation  (F)  avait  des  racines  imaginaires 
multiples,  Fx  admettant  pour  facteur 

on  poserait 

fr_    Wx+N'  M'ar+N' 

MWx+NW  A, 

-*-  [(a;-«)»+  p»]'  +  ^^T^,  +*'*=•' 
et  l'équation  (4)  se  trouverait  remplacée  par 

>=(MWj?+ NW)  F,^  +  (M(— ))  [(x— a)'  +  p*]  F,x  +. . . 
+  {M'x+W)  [{x  —  a)» 4-  P7-'  F,x  +  [(a;— a)»  +  P']'  fx. 

On  prendrait  les  dérivées  successives  de  cette  dernière 
équation  ;  où  ferait  ensuite  a;=ai:  Pj/CIi,  et  l'on  au- 
rait le  nombre  d'équations  nécessaire  pour  déterminer 
tous  les  coefficients  M^'^ ,  N^*'. 

Admettons  que  ce  calcul  soit  effectué  :  il  s'agira  d'in- 
tégrer une  suite  de  termes  de  la  forme 

(MMx+NWyx 

pour  les  valeurs  de  i  plus  grandes  que  l'unité.  Or ,  on  a 

r{m>x+myx _  r  M^x—(x)eLc 

J  [(x_«)»+p']'— 7  [(^-a)»+P7 


P"—         p 


[r-r)--]' 

M(0 M«aH-N(')  r    dt 


en  posant,  pour  simplifier, 

X — a. 


»  ='• 
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Il  vient  ensuite 

y^    dt      Ç       dt        Ç  t^dt  ,gv 

D'ailleurs,  le  procédé  de  l'intégration  par  parties,  ap- 
pliqué à  la  fonction 

donne 

y'  t^dt t  X  I         Ç      dt 

Par  la  substitution  de  cette  valeur  dans  l'équation  (6) , 
on  obtient 

y"   dt     t  a^— 3     r     dt 

Mais  en  appliquant  le  même  procédé,  on  ramène  l'inté- 
grale 

et  finalement  de  l'intégrale 

f  dt 

j =  arc  tang  t  +  const.  ; 

après  quoi,  il  n'y  a  plus  qu'à  remettre  pour  t  sa  valeur 
en  fonction  de  x. 

En  résumé,  cette  analyse  montre  que  l'on  ramène  à  la 
résolution  des  équations  algébriques  l'intégration  de 
toute  fonction  difTérentielIe,  rationnelle  et  fractionnaire; 
et  que  l'intégrale  d'une  fonction  de  cette  espèce  s'exprime 
toujours  par  des  fonctions  algébriques  rationnelles,  et 
par  des  fonctions  logarithmiques  et  circulaires.  . 

299.  Quand  la  fonction  différentielle,  sans  cesser 
d'être  algébrique,  devient  irrationnelle,  son  intégrale, 
lorsqu'elle  existe  sous   forme   algébrique,  doit  renfcr- 
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mer  tous  les  radicaux  irréductibles  qui  entrent  dans 
la  fonction  différentielle,  et  n'en  peut  pas  renfermer 
d'autres  :  ce  qui  revient  à  dire  que  Taire  d'une  courbe 
algébrique  doit  avoir,  en  fonction  dé  l'abscisse,  précisé-^ 
ment  autant  de  valeurs  (réelles  ou  imaginaires)  que  l'or- 
donnée en  comporte ,  ou  autant  que  la  courbe  a  de 
branches  (réelles  ou  imaginaires). 

Deux  habiles  géomètres  de  cette  époque,  Abel  et 
M.  Liouville,  ont  fait  connaître  des  méthodes  d'après 
lesquelles  on  peut  reconnaître  si  une  fonction  irration- 
nelle comporte  une  intégrale  algébrique  ou  logarith- 
mique, et  trouver  directement  cette  intégrale,  quand 
elle  est  possible.  Mais  nous  ne  les  suivrons  pas  dans  ces 
généralités ,  plus  intéressantes  pour  le  perfectionnement 
de  la  théorie  que  pour  l'utilité  des  applications. 

Les  fonctions  dont  l'irrationnalité  tient  à  la  présence 
d'un  radical  carré  sont  celles  qui  se  présentent  le  plus 
souvent  dans  les  questions  de  géométrie  et  de  méca- 
nique ,  et  il  convient  que  nous  nous  occupions  plus  spé- 
cialement de  l'intégration  des  fonctions  de  cette  classe. 

§  2.  FoDctîoDs  à  radical  carre,  recouYraDt  un  polynôme 
du  premier  ou  du  second  degré. 

300.  Si,  dans  la  fonction  à  intégrer,  entrent  rationnel- 
lement la  variable  a;  et  le  radical 

en  sorte  que,  cette  fonction  étant  mise  sous  la  forme 

/(:r,R).efar,  (e) 

/*soit  une  fonction  algébrique  rationnelle  de  .r  et  de  R , 

on  posera 

i/a-^bx  =  tj  (7) 

ou 

t^ — a         ,         2tdl  /QN 


> 
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au  moyen  de  quoi  la  fonction  proposée  deviendra  de  la 
forme  Ftdt^  Ft  désignant  une  fonction  rationnelle  de  t. 
Admettons  que  le  radical  recouvre  un  polynôme  du 
second  degré,  ou  qu'on  ait 

On  pourra,  sans  restreindre  la  généralité,  poser  c==  i  ^ 
ce  qui  revient  à  changer  .r  en  --^,  en  conservant  d'ail- 
leurs aux  constantes  a ,  b  leur  indétermination. 
Soit  en  premier  lieu 

on  posera 

V/' <i + ^ar  4- «>  =  ^  —  :r , 
ce  qui  donne 

""  —  ^t+y  ^—  nt+b  '  '^—  {^t  +  bf  "^^^ 
et  par  la  substitution  de  ces  valeurs  la  fonction  {e)  sera 
rendue  rationnelle. 

S'il  s'agit  de  se  débarrasser  d'un  radical  de  la  forme 

R=  V^a-^-bx — x*j 

on  représentera  par  a,  ^  les  racines  de  l'équation 

X*  —  bx — a=o, 
racines  que  nous  supposerons  réelles,  sans  quoi  le  radi- 
cal ,  restant  constamment  imaginaire ,  rendrait  imagi- 
naires tous  les  éléments'de  l'intégrale ,  et  par  conséquent 
l'intégrale  même. 
On  posera  ensuite 

l/a  +  ^o;  — jca  =  î/(ar— a)(p— a:)=(^  —  a)^, 

d'où 

et  la  substitution  fera  disparaître  Tirrationnalité,  comme 
dans  le  cas  précédent. 
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L'irrationnalité  peut  encore  être  levée,  lorsqu'elle 
tient  à  la  présence  simultanée  dans  la  fonction y*de  deux 
radicaux 

car,  en  vertu  des  équations  (7)  et  (8),  on  aura 

Ce  qui  fait  retomber  sur  le  cas  précédemment  traité. 

Exemples  : 

dx 

[<  a 'j' bx -\^  ex* 

jr  =  -—71 .  iog I  — —  +  x^c+V^a-^bx  -hcx* I  +  àdnst.     (9) 

2«»  fl^=Z 


K  fl  -{-  6x  —  ex* 

7*5= — ^— ;=;arctanffV   î r===.+const. (lo) 

Pour 

dx 


«?r= 


la  formule  (9)  donne 

y  =  Iog  (jT  4-  »/i4-*»)  +  ^o/w^, 
ce  qui  s'accorde  avec  l'une  des  équations  du  n®  68. 

Pour 

,  dx 

on  tire  de  la  formule  (10) 


y  lit   ■ 

X    ï  ■      X 

j  =  — aarctangv    — \'Conse* 


= —  arc  tang h  const.  (1 1) 

Mais  on  sait  d'ailleurs  que  la  valeur  de^est  dans  ce  cas 

jr  E=:  arc  sin  x  4-  const.  (12) 
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Il  faut  dmic  qùé  lesl  ëxpr^sdiôns  (ii)  et  (12)  rentrent 
Tune  diÉns  Tàtiti^é}  et  eu  efFet^  A  Voh  pose 

arc  sin  or  =  9 ,     ou    a:z=z  sin  9 , 
les  équations  (i  i)  et  (i  2)  donneront 

/  = h  9  +  cànst.y    7=94-  const.y 

expressions  équivalentes  ^  à  cause  de  Tindétermination 
des  cûBStant^s  arbitràiTes. 

*§  3.  Fonctions  à  radical  carre,  recouvrant  un  polynôme 

du  quatrième  degr^. 

30 1 .  Nous  allons  entrer  dans  une  atialyse  beaucoup 
plus  compliquée  en  discutant  le  cas  important  où  le 
radical  qui  entre  dans  la  fonction  y*  est  de  la  forme 

et  nous^  reiparqùèrons  d'abofd  qu'on  peut  y  ramener 
celui  oïl  la  fonction  renfermerait  deux  radicaux 

car  on  chasserait  le  premier  en  posant,  d'après  ce  qui  a 

été  dit  ci-dessus, 

e  —  oL 
jczzz .  : 

et  la  sàbstitutiôn  dé  cette  valeur  de  x  dans  le  second  i*a- 
dical  le  changerait  en  un  radical  de  la  forme  (^f). 

Nous  ferons  remarquer  en  secotid  lieu  que  toute  in- 
tégrale de  la  forme 

/désignant  une  fqnction  algébrique  par  rapport  à  ^  et 
à  R,  peut  être  ramenée  à  dépendre  d'une  autre  intégrale 
de  la  forme 


/■ 


R 

F  désignant  une  fonction  rationnelle.  En  effet,  /(^jB)  ne 
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peut  avoir  que  la  forme 

cp,  ^y  ^y  V  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Or, 
si  Ton  multiplie  les  deux  termes  de  cette  fraction  par 
^-R^y  on  la  mettra  sous  la  forme 

qui  équivaut  à 

f,  F  désignant  deux  fonctions  rationnelles  de  x, 

302.  Pour  simplifier  l'expression  du  radical  R,   sans 

nuire  à  la  généralité  du  problème  d'intégration  qui  nous 

occupe,  désignons  par  t  une  nouvelle  variable,  et  posons 

r+st 
xz=z : 

1  +  ^ 
nous  pourrons  disposer  des  coefficients  r  et  s^  de  manière 

à  faire  évanouir  dans  le  polynôme  R^  les  coefficients  des 
puissances  impaires  de  t;  et  il  s'agit  de  prouver  qu'on 
satisfait  toujours  à  cette  double  condition  par  des  va- 
leurs réelles  de  r,  s. 

Mettons  le  polynôme  R*  sous  la  forme 

e{x — a)  {x  —  P)(j:  —  y)  (:r  —  J), 

a,  p,  y,  ^  étant  les  racines  de  l'équation  R^=o.  On  aura, 
en  substituant  pour  x  sa  valeur  en  ^, 

pa  _g[r-Hx4-(5-a>]  [7^p+(5-p)^]  [^Y+(^"Y>]  M-^M)^]  ; 

\ (^+^)*    .        , 

et  l'on  fera  évanouir  les  puissances  impaires  de  t,  si  l'on 

pose 

(r_a)(j— p)  +(r— P)  (i— a)=o, 
(r_y)(,_J)  +  (r-J;(5-Y)=o, 
OU  bien 
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ars  — (a  H-  P)  (r  +  5)  +  aap=o, 
2rs— (y +  i)(r  + s) +2yi  =  o; 


d'où 


,^,^     <«P-Y^) 


«P(Y  +  ^)-Y&(«+p) 

<x  +  P— (y  +  S) 
Or,  d'après  la  composition  des  équations  du  second 

degré,  ret  «f  seront  des  quantités  réelles,  si  les  valeurs  de 
r^s  et  de  rs  sont  elles-mêmes  réelles,  et  si  Ton  a  en 
outre 

ou^  en  substituant, 

(«-Y)(«-^)(f-ï)(P-^)^,.  (,3) 

[«+p-(y+*)]  ^       / 

Lorsque  les  quatre  racines  a,  p,  y,  8  sont  réelles,  il  est 
permis  de  supposer  que  ces  lettres  les  désignent  suivant 
leur  ordre  de  grandeur;  la  troisième  condition  sera  sa- 
tisfaite,  et  les  deux  autres  le  seront  indépendamment  de 
toute  supposition. 

Si  deux  racines  sont  imaginaires,  en  sorte  qu'on  ait 

les  valeurs  de  r  -|-  j*  et  de  rs  ne  cesseront  pas  d  être 
réelles  :  l'inégalité  (i3)  deviendra 

[(f-.Y)'+v'].[((^-^)'+vr  „ 

et  «era  par  conséquence  vérifiée.  On  prouverait  aussi  fa- 
cilement qu'il  en  est  encore  de  même,  quand  les  quatre 
racines  sont  imaginaires. 

A  la  vérité,  si  l'on  supposait  a  -j-  p  =y-|-5,  les  valeurs 
de  r-|-^etde  rs  deviendraient  infinies;  mais  on  aurait 
en  même  temps 

R'  =  e[a;'  —  (ol  +  P)^  -f-  aP]  [a:'— (a  +  P)^  +  yS]  ; 
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en  sorte  qu'il  suffirait  de  poser 

pour  faire  évanouir  dans  R  les  puissances  impaires  de  U 
Une  autre  exception  se  présenterait,  si  l'on  avait  a=Y, 
^1=1  J;  car  alors  les  valeurs  de  r-|- j,  rs  prendraient  la 
forme  \  ;  mais  il  est  visible  que  dans  ce  cas  le  polynôme 
R'  deviendrait  un  carré  parfait,  et  que  la  fonction  à  in- 
tégrer serait  rationnelle. 

303.  Nous  admettrons  donc  que  l'intégrale 

^Yxdx  ,  . 

R-  ^^ 

est  toujours  ramenée  à  dépendre  d'une  autre  intégrale 

Ytdt 


f- 


/■ 


Rx  ' 


Kj*  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  t,  qui  ne 
contient  point  de  puissances  impaires  de  la  variable  :  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  nous  admettrons  que,  dans  l'in- 
tégrale (g)y  le  radical  R  ne  contient  point  de  puissances 
impaires  de  x. 

On  peut  aller  plus  loin,  et  admettre  que  la  fonction 
rationnelle  Fx  est  également  paire.  En  effet,  si  elle  était 
impaire,  sa  forme  la  plus  générale  serait 

0^  0),  6,  n  désignant  des  fonctions  paires  de  x.  Ou  au- 
rait donc,  par  une  transformation  analogue  à  celle  du 
n"  3oi, 

/Fxdx /V6B — wfï  \     dx        f/XùS  —  6Û\  ^dx 
"X"    JV^'— ^'iiy  *  "R    V  W— x^ûV'R"' 
Or,  dans  la  première  intégrale  du  second  membre,   la 

T.    II.  2 
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fonction  qui  multiplie  -— -  ne  contient  que  des  puissances 

paires  de  x;  et  si  l'on  fait  dans  la  seconde  ,r*=:  «%  la 
fonction  sous  le  signeydeviendra  de  la  forme 


et  pourra  être  rendue  ration  nelle,  d'après  le  §  2. 

304.  Nous  disons  de  plus  que,  sans  restmndre  la 

généralité  du  problème  qui  consiste  à  obtenir  l'intégrale 

(^),  il  est  permis  de  supposer  le  polynôme  R*  de  la 

forme 

R»=:(i  ±p^x'')  (i  iy'jT'),  (R) 

les  termes /?*x%  q^x^  devant  être  affectés  du  même  signe, 
positif  ou  négatif. 

En  effet,  puisque  R'  ne  contient  point  de  puissances 
impaires  de  a:,  et  qu'un  polynôme  du  4*  degré  se  dé- 
compose toujours  en  facteurs  réels  du  second,  rien  n'em-> 
pêche  de  poser 

R»  =  (wi  +  nx"^)  {m*  +  «  V) , 

m,  n,  m'y  ri  désignant  des  quantités  réelles.  Donc,  si  l'on 
fait 

m{m'  +  n'x^)       mV   m'+n'x^^ 

la  variable  t  sera  réelle  en  même  temps  que  x.  On  tire 
de  ces  équations 


an 

dx xdx         mdt 

R         mlinil  4-  w'^)        m  -f-  ina^  —  /l'/nV* 

dt 
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Posons  maintenant 

il  viendra 

9*  =  it  {%m'n  —  mn!)  —  2V/m'»(/n'«— m»'), 
d^oîi,  en  vertu  d'une  formule  connue  d'algèbre , 

p  =  V^±^n 4-  V^±. {nin  -  mn) , 
y  =  V^^m^ — V/±:(otii  — mn'). 

On  pourra  disposer  du  signe,  de  manière  à  rendre  réel 
le  radical  \/^±, m'n ;  et  en  admettant,  ce  qui  est  bien 
permis,  que  l'on  a 

(^)'>(5)' 

le  second  radical  qui  entre  dans  les  valeurs  de  p  etàeq 
sera  pareillement  réel. 

En  conséquence,  il  viendra 


, n'm'f — m±m  i/{\  ±:p*t»)  (i  ±yv») 

2/1 


Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  fonction' 

R      ' 

on  la  mettra  sous  la  forme 


(A) 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  peut  admettre  que  dans 
la  fonction  (A),  le  radical  a  la  forme  indiquée  par  l'é- 
quation (Rj. 

305.  I^a  fonction  F  peut  être  entière  ou  fractionnaire. 
Supposons  d'abord  qu'elle  soit  entière,  en  sorte  qu'il 
s'agisse  d'obtenir  une  somme  d'intégrales  de  la  forme 

2. 
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et  posons^  pour  abréger, 

R*=  (i  ±/?'a^)  (i  ±î7*^)  =  I  4- ra^  4-  ^^"^  : 
on  aura  identiquement 

— ^—  =(ai— 3)Rx— 4  +  V _£:: — 

et  par  conséquent 

«V  fx^^'-^dx      ,           ,    Cx^'-^dx 
R^»* -3  _^  const.  =  (ai  —  3) / ^ h  (ai—  2)r/  — ^ 

,   .        .    Cx^'dx 
+  (at— ay-^. 

Ainsi  l'intégrale  {i)  est  ramenée  à  dépendre  de  deux 
autres  de  même  forme 

/x^'-^dx        tx^'-^dx^ 

et  comme  on  peut  opérer  ainsi  de  proche  en  proche,  il 
en  résuite  qu'en  définitive  l'intégrale  (i)  sera  ramenée  à 
dépendre,  quel  que  soit  i,  des  deux  intégrales 


h 


^  (A) 


r        "'^  (B) 

Si  la  fonction  F  (j;*)  est  fractionnaire,  on  en  extraira 
la  partie  entière;  et  le  reste  étant  décomposé  en  fractions 
partielles  [§  ï*'],  on  aura  à  obtenir  une  somme  d'inté- 
grales de  la  forme 

Or,  on  a  identiquement 
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d'ailleurs  on  peut  poser 

(i  +  ar^c* 4-  35^^) (x'-f-a)  —  a(<—  i)  (i  +  ror*  4-  sx*)a:^ 

_         g  h  k  l 


(a:*  4-2)*'-^       (a;*  +  a)'-*       (ar^  +  a)'-*       (^+<i)'  * 
g,  h,  ky  l  étant  des  coefficients  que  l'on  déterminera  sans 
difficulté  en  identifiant  les  deux  membres^  et  qui  ont  pour 
valeurs 

g=z-^{iù — 5)if,     A  = — (a* — 4)('' — 3^5), 

k-=:  —  (ai  —  3)*(3a*iç — a^r-hi),  /=-(a/ — a)(a^r — raV4-«). 

Il  viendra  en  conséquence 

,  /*        Étp  .  Ç     dx 

■*"  7(^T^pR  ■*■  7(^-f-flyR- 

En  vertu  de  cette  dernière  formule,  et  par  un  calcul 
de  proche  en  proche  semblable  à  celui  qui  vient  d'être 
indiqué  pour  l'intégrale  {i),  on  ramènera  l'intégrale  (y) 
à  dépendre  des  deux  intégrales  (A) ,  (B)  et  d'une  troi- 
sième 

^  (0 


h 


{x^  +  à)  1/(1  dr/i'ic*)  (i  d:  q^x^)  ' 
Donc^  en  définitive,  l'intégration  de  toute  fonction  ra- 
tionnelle de  X  et  d'un  radical  carré  recouvrant  un  poly- 
nôme du  quatrième  degré  en  x,  se  ramène  à  la  détermi- 
nation des  trois  intégrales  (A),(B),  (C). 

Nous  verrons  plus  loin  quelles  transformations   ultc- 
rieut*es   les    analystes   ont   fait   subir   h    ces   dernières 
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fonctions ,  quelles  sont  les  principales  propriétés  dont 
elles  jouissent  9  et  comment  on  a  pu  dresser  des  tables 
des  valeurs  numériques  qu'elles  acquièrent ,  quand  on 
assigne  numériquement  les  limites  de  l'intégration. 

§  4-  Irrationnelles  binômes. 

306.   Nous  appellerons    irrationnelles   binômes  les 

fonctions  de  la  forme 

t 
R= ^«-'(aH-  *^)«,  (RJ 

p^q  désignant  des  nombres  entiers,  einij  n  des  nombres 
quelconques.  Si  //2  et  /2  sont  rationnels,  on  peut  les  sup- 
poser entiers,  sans  restreindre  la  généralité  de  l'expres- 
sion, ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer.  Les  fonctions 
Rdlr  sont  désignées  communément  par  la  dénomination 
fort  impropre  de  différentielles  binômes. 
Si  l'on  pose 

il  viendra 

ainsi  Vidx  sera  rendue  rationnelle  par  cette  transfornia- 

tion,  si  —  est  un  nombre  entier. 
n 

L'équation  (R,)  peut  être  ainsi  écrite  : 

R=^      1      {ax-'' +  by ', 
donc,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  la  fonction  R^i^ 
sera  encore  rendue  rationnelle,  si  le  rapport 

np 


m 


n  n        q 

se  réduit  à  un  nombre  entier.  Hors  des  deux  cas  que 
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Ion  vient  d'indiquer,  la  différentielle  "Rdj:  ne  pourra  en 
général  être  délivrée  de  l'irrationnalité  qui  l'affecte. 
Quand  on  fait  .r"=^,  il  vient 


m  a 

I I  ^ 


R^  =  -/«      (a  +  bt)9dt: 
n  ^  ^ 

donc  la  détermination  de  Tintégraie  fKdx  se  ramène 
à  celle  de  l'intégrale 

fai^"^  {a  +  bxy  dx  ^  {k) 

les  constantes  \l,  v,  pouvant  avoir  des  valeurs  quelcon- 
ques,  entières  ou  fractionnaires,  et  même  irrationnelles. 
Or,  nous  allons  faire  voir  que  la  détermination  de 
l'intégrale  {k)  se  ramène  toujours  à  celle  d'une  autre 
intégrale  où  les  valeurs  des  constantes  \l^  v  seraient 
comprises  entre  zéro  et  l'unité. 

307.  En  effet,  l'on  a  en  intégrant  par  parties, 

:^-{a  +  bxydxz= ^;_^^^/ 

et  d'autre  part, 

faif^-\a-^hxy'^^dx=:afa!f^\a+hxydX'\'hf3(ff^-'\a-\-bxydx. 
Ces  deux  équations  combinées  donnent 

fa^-^  {a  +  bxydx=      ^       [a^'  ^  {a  -f-  bxy^^ 

—  a{\L  —  i)/a^'-'(a  -h  bxydx].  (/) 

En  conséquence,  si  la  constante  [l  est  positive,  on 
ramènera  l'intégrale  (A")  à  dépendre  de  l'intégrale 

/x^-*  {a  +  bxydx  y  (*,) 

dans  laquelle  l'exposant  de  x^  en  dehors  des  parenthèses, 
est  diminué  de  l'unité,  l'exposant  de  la  parenthèse  res- 
tant le  même.  Si  au  contraire  la  constante  (jl  est  négative, 
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on  fera  dép^idre  l'intégrale  (k^  de  TintëgMile  (A*),  où  la 
valeur. numérique  de  l'exposant  de  jp,  hors  des  paren- 
thèses, se  trouve  diminuée  vde  l'unité.  On  peut  répéter 
l'une  ou  l'autre  opération  autant  de  fois  qu'il  e$t  néces* 
saire  pour  ramener  l'intégrale  (k)  à  dépendre  d'une  autre 
intégrale  de  même  forme,  où  la  valeur  de  la  constante  (jl 
tombe  entre  zéro  et  i . 

Une  réduction  semblable  est  applicable  à  l'exposant 


V  ;  car  on  a 


la  formule  (/)  donne,  quand  on  y  change  (i  en  (t-^^i  et 
V  en  V — I, 

et  de  ces  deux  dernières  équations  combinées,  l'on  tire 

Enfin  l'on  réduirait  de  même  les  exposants  [i.,  v  dans 

l'intégrale 

/{g  H-  ha:y  (a  +  hxydx. 


>  »*%%iv»*%»^  «<»^^v»>%%<%%*<»^»i«<«*%  m^n^^mi»^^/^  ««4^%  w 
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308.  En  vertu  du  principe  du  n^  ^94^  si  l'on  a  sous 

forme  finie  Tintëgrale 

/ftdt = Fr + const. , 
on  aura  aussi  : 

•X* 

/f{e*) .  e^dx = F(^)  4-  const.^ 

ff\^\Ti  x) .  cos  xdx  =  F(sin  ac)  -f-  const,^ 

/J{co&  â:).sin  xdx = — F(cos  x)  +  const.y 

dx 
//(tang  a?)'  =  F(tang  x)  +  const., 

dx 
yy(arc  sîn  x)..^ — = = F(arc  sin  x)  +  const. 

Par  exemple,  il  viendra 

*cos  xdx  ,  .      . 

=  arc(tan  g = sm  x)  +  co/i5^ 


/. 


I  -H  sin^^ 


Lorsque  la  fonction  F  ne  peut  pas  s'obtenir  sous  forme 
finie,  les  intégrales  précédentes,  dans  le  cas  où  la  fonc- 
tion /*est  algébrique,  sont  au  moins  ramenées  à  dépendre 
de  l'intégration  de  la  fonction  algébrique  y^<://. 

f  désignant  toujours  une  fonction  algébrique,  on 
pourra  rendre  algébriques  les  fonctions 

}\e^*) .  dx ,    /(sin  mx ,  cos  m^r) .  dx , 
en  posant,  pour  la  première,  6"*=/,  et  pour  la  seconde, 
sin  mx=i^  ou  cos  mx=t. 

Ainsi  cette  substitution  donnera  : 
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/^    dx             r        dt                    .  /\—t 
— : — : — =  1/ — : — v— 7=== — V \rConst,. 


_*_        %/' — sinar 
dt 


-{-const.y 


f f^f -^-  f _ 

2  fi  +  a   1  /i— cosa:! 

= .arctanff    •  V   +  const, 

I — a"  °  Li— a  i+cosa:J 

On  rendrait  encore  algébrique  la  fonction 
y^(sin  mx^  cos  mx;  sin  imx^  cos  //tio:;  sin  ima:  ^cos  imx;...)dûCy 
/désignant  une  fonction  algébrique,  et  i,  H...  des 
nombres  entiers;    attendu  que  dans  ce   cas  sin  irna:^ 

cos  îmxj s'expriment  en  termes  finis,  au  moyen  des 

puissances  entières  desinz/z^r^  cosrnx  [77]. 

Une  fonction  rationnelle  et  entière  de  sinus  et  de 
cosinus  peut  toujours  s'intégrer,  après  qu'on  a  changé 
par  les  formules  connues  [78]  les  puissances  de  sinus 
et  de  cosinus  en  sinus  et  cosinus  d'arcs  multiples,  et 
les  produits  de  sinus  et  de  cosinus  d'arcs  différents,  en 
simples  sinus  et  cosinus.  Par  exemple,  on  a 

/sm{mx-\"n)cos{px-}-p)dx=  -  /sin[(/n-f-/?)^+7i4-y]€£ar 

-   /sin[(/n — p)x-{-n — q\dx 
_      cos[{m+p)x-^n'^q\      cos[{m—p)x-\'n-^q]  ,     _  ^ 

2(/W-f-/?)  2(lW p) 

309.  La  détermination  de  l'intégrale 

Jsin^xcos^xdx  (ft,v) 

dépend  de  l'intégration  d'une  irrationnelle  binôme  ;  car 
si  Ion  pose  sin  ,i-=l/^,  cette  fonction  devient 


-I- 


/ 


l—  l  V  —  1 
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.     ^/ 

On  pourrait  donc  employer  les  formules  du  n®  807  à  la 
réduction  des  exposants  (x,  v  ;  mais  il  vaut  mieux  effec- 
tuer ce  calcul  de  réduction  en  conservant  la  fonction 
((A,v)  sous  sa  forme  primitive. 

Si  l'exposant  [t  est  positif,  on  diminue  cet  exposant 
sans  augmenter  v ,  en  vertu  des  équations 
fivûy-z  cos^a:da:=:Jsm^^  cos^x .  sin  xda: 

sin»*— 'ar  cosH-«ar       w. — i    f,  .,     , 

=  —  — ■ h  ^ /sm»'~*a:cos''+*;ralr, 

Jsin^-^^x  cos*+"^«ir=ysini*"*j;cos*j:é£r  — fsm^x  cog'xcLr , 
d'où  Ton  tire 


^> 


Si  l'exposant  v  est  positif,  on  diminue  cet  exposant 
sans  augmenter  [i.,  en  employant  la  formule  suivante,  à 
laquelle  on  est  conduit  par  un  calcul  analogue  : 

r-    „  j     ■     sinH-» j; COS'J?        V 1     A  .      I      /  \ 

fsm^x  cos''a;aa;= 1 /smi*j:cos*""*^aa:.  (>) 

On  tire  de  l'équation  (^l) 

/..  ,         sini'-'jrcos^+'j?       f^-f  v  /*.  .  ,  , 

et  en  changeant  ^L  en  — (^"f"/*  > 

/cos^or  ,  cos'+'jT  w. — V — 2  rco&'*x    -      .  ,. 

smi*a:  ((i. — ijsmJ'-'jr        (t — i  J  sin^~'*x 

On  tirerait  de  même  de  l'équation  (v) 

/sîni*x  ,  sin»*+'jr  v — a — 2  /*sini*j:  ,  ,  ,. 
dx  =  y r . 1 5- r-l TT-  "^-  (^  ) 
cos*^           (v — ijcos'^'^r         V — I  Jcos'^^x  ^ 

Ces  deux  dernières  formules  servent  à  réduire  les  valeurs 
numériques  des  exposants  [a,  v  dans  l'intégrale  ([^yv), 
quand  ces  exposants  sont  négatifs. 

A  l'aide  des  quatre  formules  de  réduction  ((x),  (v), 
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((il'),  (v')  ,  on  fait  toujours  dépendre  l'intégrale  ((t,>)  d'in- 
tégrales de  même,  forme ,  dans  lesquelles  les  exposants  (i.,v 
tombent  entre  —  i  et  -|-  i  ;  et  lorsque  les  exposants, 
primitifs  (&,  v  sont  entiers ,  l'intégrale  (|a,v)  est  amenée 
à  dépendre  de  l'une  des  neuf  intégrales  suivantes  : 

Jsïnxcosxdx=z-ûn^x+Cy    1 dxz= — logcosx+C, 

/COS^                                                       /*        aX 
-. — €ir=Ioff  sino; -f-C,  /  -: =Iofftanffa:+C, 
sin^c              '^                     J  smorcosj:         o       o 

"*"  310.  Au  lieu  de  ramener  l'intégrale  d'une  fonction 
transcendante  à  dépendre  de  l'intégrale  d'une  fonction 
algébrique,  On  peut  faire  l'inverse  et  obtenir  ainsi, 
pour  certaines  transcendantes  à  différentielles  algébri- 
ques,  des  expressions  d'une  forme  plus  simple  ou  d'une 
discussion  plus  facile.  C'est  ce  qui  se  pratique  notam- 
ment pour  les  intégrales  (A),  (B),  (C)  du  n''  3o5.  Soit 
en  effet  p^  le  plus  grand  des  coefHcients  /?%  q^  qui  en- 
trent dans  la  composition  du  radical 

on  posera 

P  ^  a 

/;:r  =  tang(p,     ^-—2^ —c  , 

F 

et  les  trois  intégrales  {l)récitée$  se  trouveront  comprises 
sous  la  formule  générale 

//A  +  Bsin^y\  ^ 

y  VC  +  D sin V  V/i-c»«in-<p'  ^ * ^ 

Si  au  contraire  le  radical  a  la  forme 

il  deviendra  imaginaire  pour  les  valeurs  de  x^  comprises 


L 
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entre  -^  et  -^  ;  en  sorte  que  les  trois  intégrales  dans  la 

composition  desquelles  entre  ce  radical,  seront  elles- 
mémes  affectées  d'imaginarité ,  à  moins  qu'on  n'ait 
p^x^  <  I  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
les  limites  dé  Tintégration.  On  sera  donc  autorisé  à 
poser 

f>^=sin<p,     Ç=^*; 

au  moyen  de  quoi  l'expréssioB  (i)  sera  encore  la  forme 
générale  des  intégrales  (A) ,  (B) ,  (C) ,  c*  désignant  tou- 
jours tin  paramètre  compris  entre  o  et  i. 
Mais  cette  formule  (i)  équivaut  à 

A'  /  ^  -f-B'   /   l/i— c'sîn'o.rfp 

J    l/x-c«8in»<p  J  ^      ^ 

J  (i4-asin*(p)i^i— c»8in»<p 
h!^f^  9  a  étant  de  nouveaux  coefficients  que  l'on  dé- 
dttîiraît  saÀs  peine  de  AyB,C3  P^i*  1a  réduction  au  m^e 
dénominateur,  et  la  comparaison  des  termes  qui  affec- 
tent les  mêmes  puissances  de  sin  «p.  En  ccmséquence,  le 
calcul  des  trois  intégrales  (A),(B),(C)  est  ramem  à  celui 
des  trois  intégrales  suivantes,  que  Ton  regarde  avec 
raismi  comme  plus  simples, 

\/l— C»8ÎQ»9  .  rfÇ  ,  (II) 

^?  (III) 

(i  +  a  sin*  ç)  l/i  —  c*  «in*  9 
*  3 1 1 .  Parmi  les  intégrales  qui  rentrent  dans  les  formes 
(I),(II),  nous  citerons  les  suivantes,  qui  se  présentent 
dans  diverses  applications  importantes , 


/ 
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/dif  Ç        cos  ifdif 

Si  ron  change  de  variable  en  posant  l'équation 

sin  (ç  4-  i|;)  =  c  sin  ç , 
on  aura 

•. [c.cosç— cos(94-i|;)]£/9 (c .  cos^  —  V^  i — «»  «n*  ç)rf<p 

^  cos  (9+^)  Vi  —  c*  sin*  9  ' 

cos«|;=:sin9sin(f +^)  +  cos9cos(ç  +  ^) 

=  C  sin*9  4-  cos  9  V^i— c'sîn'ç  , 
i^i  — ac.cos4-hc»=C.COS9-— V/i — c'flia*^, 

et  par  suite 

/*  cosdMfd/  r     sin*o  efo  >,  , 

/  ^^  =c  /  T  '^     -^/cosodo 

J    Kl  —  ac.co8^  +  c»  y    Kl  —  c»  aîn*  ç 

:=-  /  — 7=== /  V/'i  — <î» sin  *© .//ç  -f- sin  9. 

<?y    V^x  —  c»8m'9        Cj 

312.  Soient  f )  9  deux  fonctions  de  x,  la  première 
algébrique,  la  seconde  transcendante,  mais  ayant  une 
dérivée  algébrique  9%  et  posons 

yjfifl6r=fj^    /fj9'.dlr=fa,    y"fa9'.rfir  =  fj,  etc,  : 

l'intégration  par  parties  donnera 

fîf^.dxzzii^ — /ï/ïj9'".9"-'.rfj7, 
yfj9'.9"~'.flte  =  f,9"—  —  (/i  —  i)/fa9'  .9"-».  ££z7,  etc.  ; 
d'où 

fi(^.dxz=:îr(^ — n{j^-^  +  n{n — i)f39""-*  — . .  . 
.•.db/i(/i- — i). .  .3.2. 1  .fs^x; 
l'exposant  n  étant  un  nombre  positif  entier.  En  consé- 
quence, dans  cette  hypothèse,  et  lorsque  toutes  les  in- 
tégrales fi ,  f,, . . . f„^,  peuvent  s'exprimer  en  termes  finis, 
l'intégrale 

/f9«.ife^  (f,9) 

s'exprime  aussi  en  termes  finis. 
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Admettons,  maintenant  que  n  soit  un  nombre  entier 
négatif;  ou ,  ce  qui  revient  au  même  ^  considérons  l'in- 
tégrale 

Ir^'  (H) 

en  traitant»  comme  un  nombre  entier  positif ,  et  posons, 
pour  simplifier, 

f  =  '^"     Y  '     y  =  «J3,  etc.: 

nous  aurons 

/— ^.£ir=/— ^z= — 7 \ h-^  / — ^.rfor.etc. 

et  par  suite 
I  — .  Ar= —  7 1 h  ; s ,  s h  etc.  I 

(/l  — l)(/I 2)...3.2.iy      O 

En  conséquence,  l'intégrale  (f, -)  est  ramenée  à   dé- 
pendre de  la  transcendante 

— -.dx. 
? 
Si  l'exposant  n  n'était  pas  entier,  le  calcul  qui  vient 

d'être  indiqué  développerait  les  intégrales  (f,^),  (^j-j 

en  séries  d'un  nombi^  infini  de  termes. 
313.  Prenons  pour  exemple 

f:=ar*-%     9  =  logo:/ 

les  formules  précédentes  nous  donneront 

/af-'  {log^y  «fr  =  _    (log  x)»  —  -  (log  a;)'-' 

n(R — i),,       .  !_'*('*  —  i).. .3.2. il   ,  . 

4-  -^ — - — -{ïogxy-* — .  •  .±-^ —^ -hconst 
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/3-^»«£r ^    r  I  a 

(logxy^"^  L(«-i)(iog^>-"  "^  (/ir-i)(/i-2(logar)-— "*■••• 

(n— i)(/i— 2)..3.2.ilogxJ       (/i— 1)(«— a)..3.2.iy    log  x 
En  posant  af=jr^  on  ramène  l'intégrale 

/af-^dx  Ç  dy 

log:F  7  log/ 

En  vertu  de  la  relation  z  :r=  logo:,  on  a  anssi 

En  conséquence,  les  deux  formules  obtenues  ci-dessus 
donneront,  sans  nouveau  calcul,  par  la  permutation  des 
lettres  z  et  x^ 


f 


.        iff         n  n(n  —  i) 

af'ef^dxz^—Xaf' a^''  +-^ — - — -^jt»-' — .•. 

a\_         a  a* 


±  -^^ ^—^ +  comt.        {a) 


/ef^dx               r          I                              a 
z^  — fi**l I -4- 
af                   L(« —  i)a:^'       («  — ')  ('* — a)^::»-»      '  '  ' 

a||2! ^1      ^£Zl r^'dx 

(/l  — l)(/l— 2)...3.2^J         (w — \){h 2)...3.2.iy        X 

Puisque  les  intégrales 

y>'-'(logx)"fltr,    faf^'dx^ 

peuvent  toujours  s'obtenir  sous  forme  finie,  quand  n 
est  un  nombre  oatier  positif,  il  est  clair  qu'on  peut  as- 
signer aussi  en  termes  finis  les  intégrales 

ffx.{\o%xydx^  Jfx.tf^dx^ 

y* désignant  une  fonction  algébrique,  rationnelle  et  en- 
tière. 

314.  Changeons  a  en  a\/1Zi  dans  la  formule  (a); 
remplaçons  l'exponentielle  imaginaire  par  sa  valeur  en 
sinus  et  cosinus,  et  identifions  séparément  .les  parties 
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réelles  et  imaginaires  des  deux  membres ,  nous  aurons  : 
,        sinaxV       n(/i  — i)  /i(/i— i)(n— a)(n— 3)        . 

a      \^  ar  ar 

a     {a  ar  j 

,  cosaxT        wf/i— i)  /iC/i— i)f«— 2)(/i-3).  _„    . 

a      L  ^*  ^ 

sino^fn  /if/i— i)f/i— 2)        ,  1 

a     \a  ar  j 

On  trouverait  aussi  toutes  ces  formules  directement , 

en  appliquant  aux  intégrales  des  premiers  membres  la 

règle  de  Tintégration  par  parties. 

On  ramènerait  de  même  les  intégrales 

/cos  ax.dx  Ain  ax.dx 

à  dépendre  des  intégrales  plus  simples 

/cosoor.flKr  rsvnaxAx 

L'intégration  par  parties  donne  encore 

/,      -        «"'cosi^      b  r       .    ,      , 
e"cosoa:.aîF= h-  1  e^sm  ox,ax. 
a  aj 

/é"  sin  bx       b  /* 
c"  sin  bx.dx-zzi /  e"'  co$ bx.dx. 
a             aJ 

équations  d'où  l'on  tire  par  l'élimination 


/ 


.     ,       ,        aûnbx-^b  cos  bx 
c"*  sm  hx.dxzzz ; r- .c"  -|-  const. 


/,       ,         a  cos  bx-\-b  sin  hx 
ef"  cos  bx.dx  = s rr .  ef^  +  corist. 

D'ailleurs  on  tirerait  de  la  formule  (a)  les  valeurs  des 
intégrales 

fx^e^  cos  bx.dx  ^   faf^ef^  sin  bx.dx ^ 
en  y  remplaçant  a  par  a-icby/'^^  mettant  pour  l'ex- 
ponentielle imaginaire  ^^*v/^  sa  valeur  en  sinus  et  co- 

.    T.    II.  3 
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sinus,  et  identifiant  séparément  les  parties  réelles  et 
imaginaires  des  deux  membres. 

Donc  on  pourra  assigner  en  termes  finis  les  intégrales 

/"désignant  toujours  une  fonction  algébrique ,  ration- 
nelle et  entière. 


,^l»%««^^^%^«l%^^'%^«^«/«««<'^%^«^«^«'«^«>«^^«  ^^'«  ^«'^  %«>%«'%^  ^<«>^^l^%«<'%<^  ««^«'^««^ 
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INTEGRàTION    PAR   LES   SERIES.  DES    CAS    SINGULIERS 

QUE    PRÉSENTE     LE    PASSAGE    DES    INTÉGRALES    INDE- 
FINIES   AUX  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


S  I    .   Intégration  par  les  séries. 

315.  Lorsqu'on  peut  développer  une  fonction  dif- 
férentielle en  une  série  convergente  dont  chaque  terme 
est  intégrable,  on  obtient,  sous  forme  de  série,  l'inté- 
grale de  cette  fonction,  que  l'on  complète  en  ajoutant 
une  constante  arbitraire  :  et  si  la  série  obtenue  par  l'in- 
tégration est  convergente  entre  des  limites  données , 
elle  fournira ,  à  tel  degré  voulu  d'approximation ,  la  va- 
leur numérique  de  l'intégrale  définie  de  la  fonction  pro- 
posée, prise  entre  les  mêmes  limites. 

Prenons  pour  exemple  l'intégrale 


/'■ 


X     ' 


dont  il  a  été  question  à  la  fin  du  dernier  chapitre  :  ou 
aura  en  série  convergente 

ax        à^a^         crx  ,  . 

«"=1-1 1 1 '  -f-etc.  (f) 

I  1.2  1,1.  Ci 

d'où 

/e'^dx         /"  ,   1 1               a^x       (?x^  \  ,  , 
=   \dx\-'\'a-\ 1 ^-4-etc.    ,          (a) 
X               J            \x                     1.2           1.2.0                   \ 

ou  bien 

e^'dx                     .                        a^x*          a^x^     .  ,«. 

—  =  coïist.  -4-  log  x  +  ax'\ ! 5-^  4-etc.  (oj 

La  série  (i)  étant  convergente,  il  est  aisé  de  voir 

3. 


/ 


etc. 
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que  la  série  (3)  est  convergente  à  fortiori  pour  toutes 
les  valeurs  de  ^.  En  conséquence,  on  aura,  pour  des 
valeurs  de  même  signe,  et  d'ailleurs  quelconques,  des 
limites  x^j  a\, 

La  formule  serait  en  défaut ,  si  les  valeurs  des  limites 
étaient    de    signes   contraires ,    auquel   cas    le    terme 

logf— ]  devient  imaginaire.  Ceci  tient  à  ce  que  la  fonc- 
tion sous  le  signe  y  éprouve  une  solution  de  continuité 
correspondant  à  ^  =  o  :  cas  singulier  que  nous  avons 
déjà  indiqué  en  exposant  les  principes  de  la  théorie  des 
quadrature^  [35  et  54]  9  et  sur  lequel  nous  allons  re- 
venir. 

En  développant  en  série  le  radical  ^^i-r-c'sin'ç,  on 
trouve 

f  \/ 1 — <;>8iB>9 .  d(f  ^=zfd^  I c*  sin*  ç  — -  — ^  c*  sin*  9 

r~x  (r  sm*  9  —  etc.! 

a. 4.0  ^  ^ 

I  II 

=  const.  H- 9 c^ysin*  çrfç  —  -^c^/sm^  <fd(f 

Chaque  intégrale  partielle  de  la  formeysin^^tp ,  /  étant 
un  nombre  entier,  s'obtiendra  d'après  les  règles  données 
dans  le  précédent  chapitre.  En  outre,  comme  on  peut 
supposer  c'  <  1  [3io]  et  qu'on  a  évidemment,  pour  des 
limites  quelconques  «Po^  ?f  » 

/      sin*'<fd(f<l     flSp,     ou     1      sin'^çrfç  <  9,  —  ç^, 

la  valeur  de  l'intégrale  définie 
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— T  c^l      sin*  W<p r^  c^l      sm®  ©tf©  —  etc. 

a. 4  y<p^  ^  ^       2.4.6  J^,  ^  ^ 


se  trouve  développée  en  une  série  toujours  convergente, 
et  dont,  pour  l'ordinaire,  la  convergence  sera  très-ra- 
pide. 

316.  Quand  on  intègre  par  les  séries  une  fonction 
difFérentielle  dont  l'intégrale  sous  forme  finie  est  une 
fonction  connue,  on  obtient  (souvent  de  la  manière  la 
plus  simple)  le  développement  en  série  de  cette  der- 
nière fonction.  Ainsi  l'on  trouve 

r    dx  A  r       I  1.3  4     1.3.5  6  .    »   1 

JVi-»^    J      l       0^         M         M.6  J 

IX       1 . 3  j;*       1 . 3 . 5  J7^  ,  ,x 

2    3       2.4    5       2.4.6  7 

Si  l'on  détermine  la  constante  arbitraire  par  la  condi- 
tion que  l'arc  soit  nul  quand  le  sinus  est  nul,  cette 
série  ne  donne  que  les  arcs  compris  entre  d=  ^lu;  mais 
on  peut  concevoir  que  la  formule  donne  aussi  les  arcs 
qui  sortent  de  ces  limites,  moyennant  qu'on  assigne 
d'autres  valeurs  à  la  constante,  ou  qu'on  change  de  cons- 
tante chaque  fois  que  la  fonction  sous  le  signejTéprouve 
une  solution  de  continuité.  Dans  tous  les  cas,  et  quelle 
que  soit  la  valeur  de  la  constante,  la  série  n'a  qu'une 
valeur  déterminée  pour  chaque  valeur  de  x,  tandis  que 
la  fonction  arc  sin  x  comporte  une  infinité  de  valeurs. 
T^  série  est  convergente  ou  divergente  pour  les  valeurs 
de  X  numériquement  plus  petites  ou  plus  grandes  que 
Tunité.^ 

Le  développement  de  la  fonction  arc  sin  x^  suivant 
les  puissances  de  .r,  que  l'on  vient  d'obtenir  très-sim- 
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plement  au  moyen  de  Tintégration  par  les  séries,  aurait 
amené  des  calculs  compliqués,  si  Ton  avait  voulu  faire 
usage  de  la  formule  de  Maclaurin. 

*3I7.  Proposons-nous  encore  d'exprimer  en  séries  la 
valeur  de  l'intégrale y^"* Va:,  qui  se  présente  sans  cesse 
dans  la  théorie  mathématique  des  chances  :  on  a 

^-'  =1 1 5-4-etc., 

I        I .a        1.2.0 

d'où 

e"'  dxzz^x  —  ^  H •  -=• 5 H  etc., 

o  o        I  .a     5       i.i.o     7 

développement  toujours  convergent* 
L'intégration  par  parties  donnerait 

/  ^-^^ar'/irzzzd""'.  -5-  -^  K  I  e^'^x^dxj  etc.; 

ce  qui  conduit  à  cette  autre  série  convergente 

/    e-'^dxzme-'^xXi-A 4- L-.  -^^  4. .1^^ — h  etc.  L 

J  o  L         l'J         1.0.5        1.0.5.7  J 

Enfin  l'intégration  par  parties  donnerait  encore 

//*i                            I                I   Pc^'^dx 
e-'^dx^:  I  -  .e-"^xdx=: .e"^ / , 
J  X                               2jr                 2j        X*     ' 

re-''dx       fi        ,    ,  I         ,3  r^-^^dx 

J  -^=J  ?""'  -^-  =  -;?-^-'  --J  -^'^^-^ 
d'où 

r   ,^  c—'r      I       1.3      1.3.5         1 

Je-' ^==co;«..-  — [i-- +  ^^,-^-^+etc.J  , 

et  en  remarquant  que  tous  les  termes  de  la  série  devien-^ 
nent  nuls  pour  .r=QO  , 

r"^       ,^       e-'"[         I  1.3        1.3.5  1 

/        e—'dx^iz I +  7— ;rr  —  7 — ;r-,-|-etC.    • 

Cette  dernière  série  finit  toujours  par  diverger  ;  mais  la 
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convergence  subsiste  d'autant  plus  longtemps  que  ie 
nombre  x  est  plus  grand;  et  il  est  permis  [ti5]  de  faire 
usage  de  la  portion  convergente  de  la  série ,  pour  le 
calcul  approché  des  valeurs  numériques ,  attendu  qu'on 
peut  toujours  assigner  des  limites  aux  valeurs  des  inté- 
grales 

et  par  suite  à  l'erreur  que  l'on  commet  en  arrêtant  la 
série  à  un  terme  de  rang  quelconque.  Tel  est  l'avantage 
inhérent  au  mode  de  développement  qui  résulte  d'une 
succession  d'intégration  par  parties. 
318.  De  la  formule  de  Maclaurin 

/r=/o)+/'(o)^-|-/''(o)X+/"'(o).^  +  etc.     («) 

on  tire  généralement 

ffxdx=:const.  +y(o).-- -f-/'(o)— — hy'(o)-         ^  4-  etc. 


OU 


X       ^.,  .  x^         ^.,  .     x^ 


//^=/(o>7+/'(o>f^+/'(o)-^  +  etc.   («,) 

Si  la  série  [a)  est  convergente,  la  série  (â,)  l'est  aussi  : 
en  effet,  en  arrêtant  la  première  au  terme  de  rang  i ^ 
on  commet  une  erreur  exprimée  par 

Ox  étant  une  valeur  de  la  variable  compiise  entre  o  et  a:; 
et  par  conséquent ,  lorsqu'on  arrête  la  seconde  série  au 
terme  de  même  rang,  Terroir  commise  a  pour  valeur 

Pour  que  les  séries  (a),  (a,)  soient  convergentes,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  quantités  négligées  [e) ,  {e^  tombent 
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au-dessous  de  toute  grandeur  donnée,  pour  des  valeurs 
convenables  de  ij  et  pour  toutes  les  valeurs  de  j?,  com- 
prises entre  les  limites  de  l'intégration.  Or,  si  cette 
condition  est  satisfaite  à  l'égard  de  la  quantité  {e) ,  elle 
le  sera  à  plus  forte  raison  à  l'égard  de  la  quantité  (^,). 
319.  L'intégration  par  parties  donne 

l  fxdx'=:xfx —  lf*x.xdx^ 

j  fx.xdx^-aff'x If^x.xdxj 

I f"x,a^dxz=:'^x^J^x — ^  I  f'x.a^dx^  etc.; 
d'où  résulte  la  série  suivante,  due  à  Jean  Bemoulli, 
fxdx-rizconsU  +/r—  -^fx» —  +f^ 5  ^  etc.  {/) 


/ 


On  aurait  pu  la  déduire  directemeut  de  la  série  de 
Taylor 

F(a;  +  A)=F^-4-F'ar.~  +  F*':p.  — 4.F"a:.-^+etc.; 

^  ^  l  1.2  I.2.0 

car  si  l'on  fait  dans  celle-ci  h  = — a:,  on  en  tirera 
F^=F(o)4.F'ar.-— F-'^p.— +F'":p.-^  — etc. 

et  en  posant  F'x=fXf, 

C                              X              s^                  Cl? 
fxdx=iY{o)  +fx. f'x. h/"^. 5  —  etc. 

Or,  il  est  clair  que  F(o),  ou  la  valeur  Aejfxdx^  quand 
X  est  nul,  est  aussi  la  valeur  de  la  constante  arbitraire 
qui  entre  dans  l'équation  (/j. 

320.  Lorsque  la  fonction  fx  n'est  pas  susceptible  de 
se  développer  en  séries  dont  la  convergence  soit  assez 
rapide ,  ou  lorsqu'on  n'en  connaît  pas  l'expression  analy- 
tique et  qu'on  a  seulement  une  table  de  ses  valeurs  pour 
des  valeurs  de  la   variable  indépendante  suffisamment 


p 
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rapprochées ,  on  peut  toujours  calculer  approximative- 
ment l'intégrale  j^^y  ou  l'aire  de  la  courbe  qui  a  pour 
ordonnée^,  en  divisant  l'intervalle  des  limites  de  l'in- 
tégrale en  parties  suffisamment  petites  ^  et  en  prenant 
la  somme  des  aires  des  rectangles  qui  ont  pour  base  Ar, 
et  pour  hauteur^  soit  l'ordonnée  Jx^  soit  l'ordonnée 
/{x-^-Sx).  soit  une  ordonnée  intermédiaire  [33].  L'inté- 
grale ffxdx  pourra  être  calculée  par  ce  procédé  avec 
une  approximation  indéfinie,  si  la  fonction /r  a  une  ex- 
pression mathématique  d'où  l'on  puisse  tirer  les  valeurs 
de^  pour  des  valeurs  de  x  indéfiniment  rapprochées  : 
en  admettant  toujours  que  cette  fonction  ne  devienne 
point  infinie  pour  des  valeurs  de  x.  comprises  entre 
les  limites  de  l'intégration.  Quand  nous  traiterons  en 
particulier  du  calcul  des  différences  finies  et  de  leurs 
sommes ,  nous  entrerons  dans  les  détails  nécessaires  sur 
cette  manière  de  calculer  approximativement  les  va- 
leurs numériques  des  intégrales. 

I  a.  Des  cas  sioguHers  que  présente  le  passage  des  intégrâtes 

indéfinies  aux  intégrales  définies. 

321..  On  a  remarqué,  dès  le  commencement  de  ce 
Traité  [54]«  que,  lorsque  la  fonction^  passe  par  l'in- 
fini pour  une  valeur  ^  de  a: ,  comprise  entre  x^  et  x^^  de 
maolère  que  la  différentielle /^é^i:  prenne,  pour  .r  =  ^, 
une  valeur  infinie  ou  indéterminée,  l'intégrale  définie 

*fxdx  =  Fjf,  — FjTo  j  (5  ) 


J    ^o 


conclue  de  l'intégrale  indéfinie 

ffxdx  =.F.r  4-  const. , 

ne  peut  plus  représenter  la  somme  des  valeurs  de  la  dif- 
férentielle fxdx  entre  les  limites  Xo,  x^ ,  ou  la  limite 
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vers  laquelle  converge  la  somme  des  produits /i.Aj;,  ob- 
tenue en  divisant  l'intervalle  x^ — x^  en  parties  A4^  de 
plus  en  plus  petites.  En  effet,  dans  le  cas  dont  il  s'agit, 
cette  somme  ou  cette  limite  cessent  d'avoir  une  valeur 
iissignable,  et,  à  proprement  parler,  n'existent  pas. 
Ainsi,  pour  donner  des  exemples  très-simples  de  ce  cas 
exceptionnel,  on  a 

/dx  I 


^^—r=  ==  log  [x—l)-^  confit.^ 
d'où  l'on  conclut,  en  passant  aux  intégrales  définies, 

'*»  <fe  I  I  ,^v 

o{x^iy—-î    x-i'  .  w 


ick 

/: 

Mais  si  l'on  suppose  Ç  >  o  et  <x^,  l'intégrale  définie  (6) 
a  une  valeur  négative,  tandis  que  la  quantité  sous  le 
signe  y*reste  constamment  positive  ;  ce  qui  montre  bien , 
à  posteriori ,  qne  cette  intégrale  définie  ne  peut  plus 
être  considérée  comme  une  somme  d'éléments  différen- 
tiels. De  même,  dans  cette  hypothèse,  l'intégrale  définie 
(7)  prend  une  valeur  imaginaire ,  tandis  que  la  quan- 
ûté  sous  le  signe  y  ne  cesse  pas  d'être  réelle. 

Si  pourtant,  comme  M.  Poisson  l'a  remarqué,  on  ùAt 
passer  la  variable  x  entre  les  limites  données  par  une 
suite  continue  de  valeurs  imaginaires  [17]  dont  aucune 
ne  rende  infinie  ou  indéterminée  la  différentielle  ^d[r, 
rien  n'empêchera  de  considérer  de  nouveau  l'intégrale 
définie  (5)  comme  la  somme  des  valeurs  imaginaires 
qu'aura  prises  dans  l'intervalle  l'élément  différentiel /ir^ir, 
somme  qui  peut  être  évidemment,  selon  les  cas,  imagi- 
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aire  ou  réelle.  Dans  les  exemples  donnés  ci-dessus,  on 
ourra  prendre 

J7  =  -  a:,(i — cos  6  -4-  i/Zrj.sin  6), 


>   % 
ou 


dxz=z  -^  x^  (sin  6  4-  v/—  i .  cos  6yB  ; 

;t  les  limites  de  la  nouvelle  variable  0  correspondant  aux 
imites  .r  =  o,  .r=.r„  pourront  être 

6  =  0,    8=(2t-4-i)w, 

'  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 

322.  Quoique  la  fonction /r  devienne  infinie  pour 
a  valeur  xz=\^  comprise  entre  les  limites  x^^  Xxy  la 
lifFéren tieile ^âl[r  peut  ne  pas  prendre  pour  x=i\  une 
iraleur  infinie  ou  indéterminée,  et  dans  ce  cas  l'intégrale 
définie 

fxdx 


/ 


exprime  encore  la  somme  des  valeurs  de  la  différentielle 
fxdx^  entre  les  limites  de  l'intégrale.  Ce  point  a  déjà 
été  établi  d'une  manière  générale  par  la  considération 
des  courbes  [35  et  54].  Pour  y  appliquer  le  calcul, 
Dous  remarquerons  que  lorsque  la  fonction /2r  est  ren- 
due infinie  par  la  valeur  :r=:Ç,  on  peut  la  concevoir 

mise  sous  la  forme 

ix 

k  désignant  un  exposant  tel  que  la  fonction  îx  ne  de- 
vienne pas  nulle  ou  infinie  pour  X'=z.\.  Cela  posé,  si  l'on 
&it 

il  viendra 
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/:;/-^=TiE/,;*""'       c*) 

/o,  ^i  désignant  les  valeurs  de  /  qui  correspondent  à 
j;zz=:Xo,  x=x^,  et  ^t  étant  la  fonction  qui  provient  de 
la  substitution  de  la  valeur  de  x  en  ^  dans  £r.  Par  hy- 
pothèse la  fonction  ^t  conserve  une  valeur  finie  ;  et  si 
Texposant  k  tombe  entre  o  et  i ,  ^  conserve  aussi  tou- 
jours une  valeur  finie  entre  les  limites  de  l'intégrale;  de 
sorte  que  la  différentielle 

consei*ve  toujours  une  valeur  infiniment  petite,  et  c[ue 
l'intégrale  (8)  est  la  somme  des  valeurs  de  cette  différen- 
tielle entre  les  limites  de  l'intégration. 

La  transformation  tombe  en  défaut  si  l'on  a  X:=:  i ,  et 
dans  ce  cas  l'élément  différentiel^ûte  prend,  pour  x=2\, 
une  valeur  finie  et  indéterminée,  pourvu  d'ailleurs  que 
la  fonction  fx  ne  passe  pas  brusquement  d'une  valeur 
finie  à  une  autre,  quand  x  atteint  la  valeur  ^.  En 
effet  y  l'on  peut  considérer  cet  élément  différentiel 
comme  la  limite  vers  laquelle  converge  l'intégrale  dé- 
finie 

I         jxax^=z  I  — — =a^, 

quand  on  prend  pour  £  un  nombre  positif  de  plus  en 
plus  petit  :  Ço,  Ç,  désignant  d'ailleurs  des  nombres  quel- 
conques, finis ,  constants  et  positifs.  Dans  le  passage  à 
cette  limite,  le  terme  fx  converge  vers  la  valeur  cons- 
tante f^ ,  finie  et  unique  par  hypothèse  :  donc  on  a 

/ç+«5i                      ri-^tii  dx  /E^ 

fxdxi=SiAim,  /  pzzzfE.Wf  ^  ), 

quantité  indéterminée,  à  cause  de  l'indétermination  des 
constantes  Ço,^,. 


!l 


, 
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En  général ,  que  la  fonction  fx  soit  algébrique  ou 
iranscendante,  on  peut  poser 

{x — ^fxdx-=LÎx , 
[désignant  toujours  la  valeur  de  x  qui  rend^^  infinie; 
it  selon  que  la  quantité  fÇ  sera  nulle,  finie  ou  infinie, 
'élëinent  différentiel  fxdx  aura  une  valeur  infiniment 
>elite,  finie  et  indéterminée,  ou  bien  une  valeur  infinie; 
4:  dans  le  premier  oas  seulement  l'intégrale 


/'fxdx 


K>urra  être  considérée  comme  une  somme  d'éléments 
lifierentiels. 
*323.  Lorsque,  dans  Tintégrale  définie 

'J{x,%)dx, 


J    *o 


a  fonction  yir  ne  devient  point  infinie  pour  tes  valeurs 
le  a:  comprises  entre  les  limites  a?^,  .r, ,  quelle  que  soit 
railleurs  la  valeur  attribuée  au  paramètre  s,  il  est  in- 
liffiSrent  d'attribuer  à  c  une  valeur  déterminée,  par 
semple  de  supposer  cette  constante  nulle,  avant  ou 
iprès  rintégration*  Mais  cette  propriété ,  qui  appartient 
uix  intégrales  définies  en  tant  qu'elles  représentent  une 
somme  d'âéments  différentiels,  ne  subsiste  plus  en  gé- 
néral ,  si  la  f(»iction  f  passe  par  l'infini  entre  les  limites 
de  l'intégration. 
Prenons  pour  exemple  l'intégrale  définie 

f    %dx  X  X 

jq-p  =  arc  tang-^  -  arc  t;ang  -^-  (9) 

Si  les  nombres  x^^  x^  sont  tons  deux  positifs,  en 
sorte  que  la  fonction  sous  le  signe  ne  passe  pas  par  l'in- 
fini entre  les  limites  x^^x^^  même  dans  l'hypothèse  8=0, 
cette  hypothèse  donnera  d'une  part 


/: 
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et  d'autre  part 

arc  tang  -*  —  arc  tang  —  :=^- =  o; 

de  façon  qu'il  sera  effectivement  indifféreat  d^  substihier 
la  valeu^r  de  e  en  dedans  ou  ei|  dehors  du^  ^igB9  fj  avant 
ou  après  l'intégration.  Mais,  si  le  nombre  x^  était  positif 
et  le  nombre  x^  négatif ,  la  première  substitution  don-  T 
nerait  toujours  zéro  pour  la  valeur  de  l'intégrale ,  tandis 
que  la  seconde  donnerait 

X.  x^        iz        te 

arc  tang arc  tang  -—  =  — | —  =  ir. 

La  raison  en  est  que  la  fonction  sous  le  signe  deve- 
nant infinie  pour  la  valeur  .r=o,rëlément  qui  correspond  1 
à  cette  valeur  singulière  preiid  une  valeur  finie,  tandis! 
que  tous  les  autres  éléments  restent  nuls,  par  suite  de  la  1 
valeur  attribuée  à  e. 

Ce  qui  prouve  bien  qu'en  effet  les  autres  éléments  de 
l'intégrale  sont  nuls,  c'est  qu'on  peut  attribuer  aux  nom- 
bres x^^  Xi  des  valeurs  finies  quelconques,  et  même  des 
valeurs  infinies;  en  d'autres  termes,  étendre  ou  resserrtr 
arbitrairement  lès  limites  de  l'intégrale,  sans  en  altérer 
la  valeur.  Pourvu  que  la  limite  supérieure  demeure  po- 
sitive et  la  limite  inférieure  négative,  la  valeur  de  l'in- 
tégrale définie  sera  égale  à  la  constante  ir. 

M.  Cauchy  a  donné  le  nom  d'intégrales  définies  singa- 
Hères  aux  intégrales  telles  que  (9),  qui  échappent  par 
leurs  propriétés  anomales  aux  règles  ordinaires  du  calcal 
des  intégrales  définies. 

324.  Lorsque  l'une  des  limites  de  l'intégrale  est  l'in- 
fini, positif  ou  négatif,  ou  lorsque  l'une  des  limites  est 
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l'infini  positif  et  l'autre  l'infini  négatif,  il  faut,  pour  que 
Tintégrale  ffxdx  puisse  conserver  une  valeur  finie,  que 
la  fonction 

s'évanouisse  lorsqu'on  y  fait  x  ±  oo  .  Admettons,  pour 
fixer  les  idées,  que  les  limites  de  l'intégrale  soient  — oo  , 
j  oo  :  en  désignant  toujours  par  e  un  nombre  positif  qui 
couverge  indéfiniment  vers  zéro,  et  par  ^^,  \^  des  cons- 
tantes finies  et  positives  quelconques,  on  pourra  poser 


(to 


I  I 


Kl 


Donc  il  faut  qu'on  ait 


r  /*   •   txdx        /*«5>  ixtlx"} 


<;a 


=  f(—  oc)  log  Ç,  -h  f(  oo)  log  (^ 


Il  par  conséquent 

f(— oo)  =  o,     f(oo)z=o, 

1  cause  de  l'indétermination  des  constantes  ^09  ^i* 

*  325.  Si  la  fonction  fx  est  périodique,  de  manière 
:]u'à  chaque  valeur  àefx  corresponde,  dans  l'étendue 
fune  période,  une  autre  valeur  numériquement  égale 
pt  de  signe  contraire,  la  valeur  de  l'intégrale  définie  est 
nécessairement  indéterminée.  Ainsi,  de  l'équation 


/: 


sin  mxdx zzz  —  (i  —  cos  mx) , 
o  rn^  ^' 
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on  déduit 

/sin  mxdx  z=  —  ( i  —  cos  oo  ), 
o  m^  ^' 

valeur  indéterminée  (puisqu'il  n'y  a  pas  de  limite  vers 
laquelle  converge  le  cosinus  d'un  arc^  quand  l'arc  devient 
de  plus  en  plus  grand),  mais  pourtant  comprise  ^utre 

SI 

les  limites  o, — • 

m 

Concevons  maintenant  que  l'on  multiplie  la  fonction 
périodique  fx  par  une  fonction  ç(e^),  telle  que  ç  (o)=:i, 
et  que  l'intégrale  y*(p(sj!:)  dx^  prise  avec  des  limites  in- 
finies, conserve  une  valeur  finie.  Il  en  sera  de  même  à 
plus  forte  raison  pour  XmiégtdXe  f^{zx).  fxdx.  La  va- 
leur de  cette  intégrale  variera  en  général  avec  celle  du 
paramètre  e,  en  convergeant,  aussi  en  général,  vers  une 
certaine  limite,  quand  on  prendra  e  de  plus  en  plus  petit. 
£t  puisqu'à  ja  limite  le  facteur  9  (sj;)  se  réduit  à  l'unité, 
on  pourra  considérer  la  limite  vers  laquelle  converge 
Y'mXéçnXe  f  f^{ix^  fxdx  comme  la  valeur  de  l'intégraJe 
ffxdxy  ce  qui  lèvera  l'indétermination  de  cette  dernière 
intégrale. 

Ainsi  nous  aurons,  d'après  les  formules    [h)  du  vfi 

3i4, 


y: 


«•"*»sin  mxdx-=. 


o  r'\'ne'^ 


e"**  cos  mxdxznz 


ce  qui  donne,  quand  on  fait  c=o, 

/    sin  i9u:d!r  =—,       /      oosjMnir=:o, 
o  m^     J  o  ' 

équations  déterminées,  mais  qui  doivent  être  interpré- 
tées suivant  la  convention  que  Ton  vient  d'exposer. 


CHAPITRE  IV. 


PRINCIPES  DE  LA  THEORIE   DES  FONCTIONS   ELLIPTIQUES. 


/ 


326.  Nous  avons  vu,  dans  les  deux  premiers  chapi- 
tres du  présent  livre,  comment  l'intégration  d'une  classe 
nombreuse  de  fonctions  algébriques  et  trigonométriqucs 
est  ramenée  à  dépendre  de  la  détermination  des  trois 
intégrales 

Kl  —  c»  8in»  9 

W^i  — c»«in»<p.rfcp,  (II) 

^y  flll) 

(i  +  a  sin*  9)  W^i  —  c»»iii»ç' 
de  sorte  que,  si  ces  trois  intégrales  pouvaient  s'exprimer 
en  fonction  de  <f,  sous  forme  finie,  par  des  radicaux, 
des  logarithmes,  des  sinus  ou  des  arcs  de  cercle,  on  au- 
rait sous  la  même  forme  les  intégrales  indéfinies,  et  par 
suite  les  intégrales  définies  d'une  infinité  d'autres  fonc* 
lions  plus  compliquées. 

Une  telle  expression  n'est  pas  possible  (').  Les  inté- 
grales (I),  (II),  (III)  sont  des  transcendantes  nouvelles, 
auxquelles  on  peut,  pour  l'abréviation  de  l'écriture, 
affecter  des  caractéristiques  spéciales,  de  même  qu'on 
désigne  par  l'abréviation  log  x  l'intégrale  définie 


I 


—  7 

I   X 


(')  Voir  le  mémoire  de  M..  Liouville  dans  le  23^  cahier  du  Journal 
de  V École  polytechnique  y  p.  37.     ' 

T.  II.  4 
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qui    n'a   pas    d'expression  algébrique   [70    et    i38]. 
En  conséquence,  Legendre  a  proposé  et  l'on  est  con- 
venu d'adopter  les  notations  suivantes  : 

r(.„)=/-'-,=4=, 

J    OKI  —  c»  sin»  9 

de  manière  à  ce  que  les  intégrales  indéfinies  (I),  (II)^  (III) 
aient  respectivement  pour  expressions 

F(c,<p)  +  const. ,     E(c,<p)  +  const. ,     n(c?,a,<p)  +  const. 

327.   Soit 

l'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses 
axes  :  si  nous  posons 

a»  — 4' 

de  manière  que  c  désigne  l'excentricité  de  l'ellipse ,  nous 
aurons  pour  la  longueur  de  l'arc  B/w  [fig.  77),  mesurée 
depuis  le  sommet  B  du  petit  axe  jusqu'au  point  m  dont 
l'abscisse  est  x  [174]? 

Faisons 

^=asin«p: 
il  viendra 

-=  /      V/ 1  —  c»  5m»9 .  flfcp  =  E(c,(p). 
«       y   o 

A  cause  de  cette  propriété  remarquable  de  la  fonction  E 
de  mesurer  l'arc  d'une  ellipse  dont  c  est  l'excentricité, 
quand  on  prend  L'angle  ?  pour  variable  indépendante  et 
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le  sommet  du  petit  axe  pour  origine  des  arcs,  les  trois 
fonctions  F^  E,  Il  ont  reçu  la  dénomination  Aq  fonctions 
elliptiques  y  et  on  les  distingue  en  les  qualifiant  respec- 
tivement de  fonctions  elliptiques  de  première^  de  seconde 
et  de  troisième  espèces. 

La  constante  c  qui  représente,  dans  la  fonction  de  se- 
conde espèce,  l'excentricité  d'une  ellipse,  se  nomme  en 
général  le  module  :  la  constante  a,  qui  n'entre  que  dans 
la  fonction  de  troisième  espèce,  et  qui  peut  être  positive 
ou  négative,  réelle  ou  imaginaire,  conserve  spécialement 
le  nom  de  paramètre. 

La  variable  indépendante  <p  se  nomme  Xamplitude. 
Si  du  point  O  comme  centre ,  avec  le  rayon  OA,  on 
décrit  un  cercle,  et  qu'on  prolonge  l'ordonnée /?m  jus- 
qu'à la  rencontre  du  cercle  en  /i,  on  a  Op  =0n.  sin  BO/i. 
Ainsi  l'amplitlide  «p  est  représentée  géométriquement 
par  l'angle  BOn ,  quand  la  fonction  E  (c,  <p)  est  repré- 
sentée géométriquement  par  l'arc  elliptique  Bm. 

Les  trois  fonctions  elliptiques  sont  évidemment  des 
fonctions  impaires  de  (p  [i8],  puisque  la  différentielle 
â/cp  change  de  signe  par  le  changement  de  (p  en  — cp^ 
tandis  que  le  facteur  qui  multiplie  d^  sous  le  signe  /^ 
ne  change  pas. 

Quand  l'amplitude  9  est  égale  à  un  quart  de  circonfé- 
rence, ou  lorsqu'on  prend  ^  lu  pour  limite  supérieure  des 
intégrales,  les  fonctions  sont  dites  complètes^  et  on  les 
désigne  simplement  par 

F{c\     E{c\     n(c,a). 
Si  les  valeurs  des  fonctions  elliptiques  sont  calculées 
pour  un  quart  de  circonférence,  c'est-à-dire,  pour  toutes 
les  valeurs  de  9  comprises  entre  o  et  ^  'tt,  elles  se  trou- 
veront déterminées  pour  des  valeurs  quelconques  de  <p, 

4. 
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à  cause  de  la  périodicité  de  la  fonction  sin^(p  qui  entre 
sous  le  signe  d'intégration.  Ainsi  l'on  a 

FÇcyTz  +  9)=  2F(c)+F(c,cp), 
FCc,|7r  +  9)  =  4F(c)— F(er,|7r-9), 
F(c,27r+ <p)  =  4F(c?)+F(c;,cp), 

et  ainsi  des  autres. 

Le  module  c  doit  toujours  être  supposé  <  i  [3io]  : 
deux  modules  c,  c' liés  par  l'équation  c*-[-c'*=i,  sont 
dits  complémentaires. 

328.  Désignons  par  cp,  ^,  ^l  les  trois  côtés  d'un  triangle 
sphérique^  dans  lequel  l'angle  M,  opposé  au  coté  [a,  serait 
donné  par  l'équation  sin  M=  c  sin  [ji;  de  façon  que,  si 
l'on  pose  pour  abréger 

COS  M  =  V/i— ca5iii»tA=A(A, 

la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique 
donnera  la  relation 

cos[ii  =  coscpcos^+ sin  9  sin  ^.Afii,  (i) 

et  par  suite 

j _ LJîZ-::izz  (cos  <p  cos  <|;  +  sin  9  sin  <{;.  Ajjl)*. 

En  résolvant  cette  dernière  équation  par  rapport  à  Ajjl, 
et  en  rejetant  la  racine  qui  donnerait  pour  A^jl  une  valeur 
négative,  on  trouve 

Au(i — c*sin*  9  sin*({>)  =  —  c'  sin  9  sin  ^j;  cos  9  cos  ^ 

-f-  y/'i  —  c»  (i  —  cos'  ç  cos»  ^  4-  «in»  ç  sin*  ^  —  c»  sia*  ç  sin»  ^). 

Mais  il  est  aisé  de  vérifier  que  la  quantité  sous  le  ra- 
dical se  réduit  à 

{i  —  c^  sin^  ?)"  (i  —  ^'  sin»  ij;)*  =  (A9)\ (A<J;)% 
en  désignant  par  A9,  A^  des  quantités  composées  en  9, 
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ij/  comme  A[ji  l'est  en  ^l  :  donc,  suivant  cette  notation^  * 

.    A«p .  A^  —  c*  sin  <p  sin  ^  ces  9  ces  ^  .  . 

^  I  —  (?*sin*  ç  sin*  ^ 

On  en  conclut,  après  quelques  transformations, 

.  j     I  —  (A(a)* (sin  <p  cos  <j;A^  +  sin  ^j;  cos  <pAcp)* 

*^  à*  (i — c*sin*9sin*tj;)*  *" 


ou 


sin  9  cos  d;Ad^  +  sin  d^  cos  (dAq  .«.. 

sm  (A  = 1 V'  > — ■  ,  I  '  (3) 

'  I  —  c*  sm*  9  sm*  ^  ^  ' 

Si  l'on  différence  cette  dernière  équation,  en  y  consi- 
dérant 9  et  ^  comme  des  arcs  variables,  et  [l  comme  un 
arc  constant,  il  vient 

A9    (i — c*sin*9sîn*<j;)*      A^  (i — c*sin*9sin*<|;)*        *      ^  ^ 

Pour  abréger,  nous  désignons  par  0(9,  ^)  la  fonction 

(i  +  c*  sin*  9  sin*  ^)  cos  9  cos  ^A9A^  —  sin  9  sin  ^j; 
-f-<?*  sin9  sin^(sin*  9+sin* <|; — cos*9  cos*i]* — c?*sin*9  sin*<|;). 
Comme  l'équation  (3)  est  symétrique  par  rapport  à  ?  et 
à  ^,  il  suffira  de  former  le  coefficient  de  t/9^  d'où  l'on 
conclura  celui  de  d^.  On  pourrait  donner  à  la  fonction 
0  d'autres  formes  :  il  convient  seulement  d'en  choisir 
une  qui  mette  en  évidence  la  propriété  de  cette  fonction 
d'être  symétrique  par  rapport  aux  deux  variables  9,  ^. 
L'équation  (4)  se  réduit  à 

d(f        d^ ^9  d^ 

d*oii^  en  intégrant, 

F(c?,9)  +  F(c,<j;)  .=:  const. 
Pour  déterminer  la  constante  arbitraire  que  cette  inté- 
gration a  introduite^  on  fait  dans  l'équation  (1)  4^==o, 
ce  qui  donne  9=(ji;  et  comme  F  (c,  o)=:o,  il  en  résulte 
entre  les  variables  9^  ^  et  la  constante  (jl,  déjà  liées  par 
l'équation  (i),  et  assujetties  à  former  les  trois  côtés  d'un 
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triangle  sphérique  dans  lequel  l'angle  opposé  au  coté 
constant  est  aussi  constant ,  cette  autre  équation 

FCc,«p)  +  F(«r,.|;)  =  F(c,(t).  _     _        (5) 

Donc^  si  l'on  a  les  valeurs  de  la  fonction  elliptique  de 
première  espèce  pour  deux  amplitudes  <p,  ^,  on  obtiendra 
par  l'addition  de  ces  valeurs  celle  de  la  fonction  de  même 
espèce  pour  une  amplitude  [Lj  (jl  étant  déterminé  en 
fonction  de  <p,  ^  par  l'équation  (i),ou  par  l'équation  (3) 
qui  en  est  une  transformation. 
32i9.  Posons 

u  =  F(^,cp),     u  =  F{c,^y 

Afin  d'exprimer  que  cp  est  l'amplitude  pour  laquelle  la 
fonction  F  a  la  valeur  u,  nous  écrirons  avec  M.  Jacobi 

cp=:am  u; 

de  sorte  que  les  lettres  aniy  initiales  du  mot  amplitude, 
désigneront  la  fonction  inverse  de  celle  à  laquelle  a  été 
affectée  la  caractéristique  F. 

On  écrira  aussi  d'après  cette  convention 

\|^  =  am  Vy 
A9  =  Aami<,     A^==iAam(^; 

et  en  conséquence  la  combinaison  des  équations  (3)  et 

(5)  donnera 

sin  am(2^  + 1^) 

sin  am  u.cos  am  t^,  Aam  ^  -4-  sin  am  u.  cos  am  u.  Aam  u    ,  . 

— ; •  [a) 

I — c'sin'amii.sinaam  v 

Lorsque  le  module  c  se  réduit  à  zéro,  l'équation  précé- 
dente se  change  dans  la  formule 

sin  (a  +  p)  =  sin  u  cos  i/  +  sin  c  cos  u. 

On  trouverait  de  même  : 

sin  2jx\{ii  —  {f) 
sin  am  u .  cos  am  v .  Aam  v  —  sin  am  v .  cos  am  u .  Aam  u 

I  —  c^  sin^  am  u ,  sin*  am  v  ' 
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cos  ain(a  db  u) 
CCS am a. cos  am  (^. ir: sin  am  u . sin  am  (^.  Aam  u.  Aam  ^ 


I  — -  c*  sin*  amu.sin'  am  tf  ' 

et  en  général,  toutes  les  formules  dont  les  analystes  font 
un  si  fréquent  usage  pour  la  transformation  des  fonctions 
trigonométriques^  ont  leurs  analogues  pour  la  transfor- 
mation des  fonctions  elliptiques  inverses  de  première 
espèce,  ou  plutôt  peuvent  être  considérées  comme  des 
cas  particuliers  des  formules  elliptiques,  dans  lesquelles 
on  suppose  le  module  nul,  ce  qui  entraîne 

SLinuzzzUy     Aam2<=i. 

Le  développement  de  ces  curieuses  analogies  a  fait 
l'objet  des  beaux  travaux  d^Abel  et  de  M.  Jacobi ,  ac- 
cueillis dans  le  monde  savant  avec  un  intérêt  que  la  jeu- 
nesse des  deux  émules,  la  mort  prématurée  de  l'un  d'eux 
rendaient  encore  plus  vif.  La  sagacité  de  ces  géomètres 
s'est  appliquée  surtout  à  suivre  dans  leur  extension  aux 
fonctions  elliptiques  inverses,  les  relations  remarquables 
par  lesquelles  l'analyse  des  sections  angulaires  se  rattache 
à  la  théorie  des  nombres  et  à  la  haute  algèbre  [79]. 

330.  La  fonction  sin  u  et  toutes  les  autres  fonctions 
trigonométriques  qui  en  dérivent,  ^ont  périodiques  pour 
les  valeurs  réelles  de  la  variable  u  :  elles  cessent  de  l'être 
si  l'on  fait  passer  la  variable  indépendante  par  une  suite 
de  valeurs  imaginaires  m  IX^ZT,  puisqu'elles  se  changent 
alors  en  fonctions  exponentielles.  L'inverse  a  lieu  pour 
la  fonction  exponentielle  ^.  La  fonction  sin  am  u  jouit 
de  la  propriété  de  rester  périodique,  soit  qu'on  fasse 
passer  la  variable  u  par  une  suite  de  valeurs  réelles  ou 
par  une  suite  de  valeurs  imaginaires  ;  de  sorte  qu'elle 
cumule  le  principal  attribut  des  fonctions  trigonomé- 
triques ordinaires  avec  celui  des  fonctions  exponentielles. 
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Désignons  par  -^ri^SL  valeur  de  u  qui  correspond  à  l'am- 
plitude (ps-jir,  ou  la  valeur  de  la  fonction  complète 
F  (c)  :  on  aura  [Sa  7] 

sin  am  II  :=  sin  am  (u + 2Xi) = sin  am  (u + 4'^) 
=sinam(a+arcf), 

i  désignant   un  nombre  entier  quelconque.  Ainsi,  en 
premier  lieu ,  la  fonction  sin  am  u  est  périodique  pour 
les  valeurs  réelles  de  u. 
Faisons  maintenant 

8in(p=  l/'HT.tangG,     c'*=  i  — c% 
ce  qui  donne 

cos*(p=  I  -f-  tang*6=  — -v, 
^  ^         cos*9' 


cos9cos*6  'cos6' 


V^i  — c»8În»9  l/'i  — c'»8iii*a 

F(c,(p)=  1/1:7.  F(c',e); 

et  posons 

F(c',e)  =  i,,    F(c,?)=«v/=7i 

il  en  résultera  (en  mettant  le  module  entre  parenthèses^ 
à  la  suite  du  signe  sin  am^  pour  distinguer  les  ampli- 
tudes qui  se  rapportent  à  des  modules  différents)  : 

sin  0  =  sin  am(i£^c?') ,     tangO  =.  tang  am(K,c') , 
sin  <p  =  sin  am(KV/iri,<?), 
et  par  conséquent 

sin  'din{ui/~iyc)=z  {/~ .  tang  am(M,c'). 

Désignons  par  ^  'Vi'  la  valeur  de  la  fonction  complète 
F(c')  :  nous  aurons 

tang  am(iijc')  =  tang  am{u  4-  2x5' ^c')  =  tang  ani(a  -f-  4'^%c') 

=tangam(a  +  2£'trf',6''), 
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i'  ^tant  un  nombre  entier  quelconque,  et  par  suite 

sin  am(aV^Ii;)  =  sin  ain[(ii+  2«'trf')v/IIî], 
les  amplitudes,  dans  cette  dernière  formule,  se  rappor- 
tant au  module  c.  Donc 

sin  am(2/'trf'l/'IIx)  =  sin  am(o)  =  i , 

cosam(2i'trf' W^ — i)  =  cos  am(o)  =  i ,  A  am(ai'xJ'v/^)=:i. 

En  vertu  de  ces  dernières  relations,  si  l'on  fait  dans 

la  formule  (a)  if=.^vtà'\/''^,  elle  donnera 

sin  am(if  -f-  afti'  \/~i)  =  sin  am  u. 

Mais  nous  avons  déjà  trouvé 

sin  am(tt  +  ^ixS)  =:  sin  am  w^ 
donc 

sin  am  u  z=  sin  am(ii  +  arcJ  4-  at'xS'v/IIî); 

et  cette  dernière  formule  exprime  la  double  périodicité 
qu'il  s'agissait  d'établir  :  l'une  des  périodes  ayant  un  ar- 
gument réel,  et  l'autre  un  argument  imaginaire. 

331.  U  est  aisé  devoir,  d'après  ce  qui  précède,  com- 
ment on  pourrait  construire,  pour  une  valeur  donnée 
du  module ,  entre  les  limites  d'amplitude  o  et  ~  17,  une 
table  des  valeurs  de  la  fonction  F,  ou  (ce  qui  serait  en* 
core  plus  simple)  une  table  des  valeurs  de  la  fonction 
inverse  sinam  i/,  entre  les  limites  {^==:o,  u=i  ^xj.  Faisons 
dans  la  formule  {a)  if=^Uy  et  supposons  ^u  assez  petit 
pour  qu'on  puisse  prendre  sans  erreur  sensible 

sin  am  ^u  =  sin  ^i^  =  $tt, 
cosam  ^u  =  cos&tf  =  i ,     A(^tf)  =  i  : 
cette  formule  donnera 

sin  am(tf  +  ^ii)  =  sin  am  u  +  ^i^.cos  am  u.  Aam  u. 
En  faisant  successivement,  dans  cette  dernière  équation, 

u  =  ^u,     u  =  2^tt,     u  =  3&U9  etc. 
on  aura  les  valeurs  de  la  fonction  sin  am  u  pour  une 
suite  de  valeurs  équidifférentes  de  u^  dont  la  différence 
est  5w.  Ce    procédé    comporterait    des  simplifications 
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et  des  vérifications  analogues  à  celles  qu'on  indique  pour 
le  calcul  des  tables  trigonométriques  ordinaires.  D'ailleurs 
on  renverserait  sans  difficulté  la  table  des  valeurs  de  la 
fonction  sin  am  u^  pour  former  celle  des  valeurs  de  la 
fonction  u==F  (c,  cp),  qui  est  plus  spécialement  appro- 
priée aux  besoins  du  calcul  intégral. 

332.  11  s'agit  de  montrer  maintenant  comment  on 
peut  calculer  directement  la  fonction  F  (c^  ?)  pour  chaque 
valeur  du  module  et  de  l'amplitude,  sans  être  obligé  de 
construire  une  table  spéciale  pour  chaque  module,  en 
répétant  le  système  d'opérations  indiqua  dans  le  n®  pré- 
cédent. Désignons  donc  par  c,  c,  des  modules  quelcon- 
ques, et  proposons-nous  de  déterminer  un  coefficient 
constant  A",  de  manière  qu'on  ait 

F(c,(p)  =  *F(c„(pO, 
ou 

Il  y  a  une  infinité  de  manières  de  satisfaire  à  cette  équa- 
tion, en  assignant  des  relations  convenables  entre  les 
modules  c,  c^  et  entre  les  variables  ç,  <p,.  Sans  traiter  le 
problème  par  des  méthodes  directes  qui  exigeraient  de 
trop  longs  développements ,  admettons  que  l'on  fasse 

sin*  9(1  —  c^*  sin*  <p,)= À:*  sin*  <p,(i  —  sin*  ç,),         (7) 
ce  qui  donne  par  la  difFérentiation 

sin  <p,  cos  <p,rf<Pi  cos  «pcKp 

sin  cp(i  —  c,*  sin*  <p,)        c,*  sin*  <p  +  A:*(i  —  2  sin*  <pi) 

Mettons  dans  le  premier  membre  la  valeur  de  sin  <f  et 
dans  le  second  celle  de  sin  9, ,  l'une  et  l'autre  tirées  de 
l'équation  (7)  :  nous  aurons 

dfj^  cos  (p</<p 
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équation  dont  la  comparaison  avec  Tëquation  (6)  donne 

rfp  dm 

k^  COS  fV^i  — c>sin*9         y(k*  +  Ci*  sin»  9)»—  4*»  sin»  <p 

ou 

A*(i  —  sin*  <p)  (i  — c*  sin*  <p)  =  (A»  +  c,>  sin'  <p)*  -  4^*  sin» 9 ; 
et  pour  que  celle-ci  soit  identique  par  rapport  à  <p ,  il 
faut  qu'on  ait 

c/  =  *V,     4  -  2C,»  =  h(e*  +1), 
d'où  l'on  tire 

Cx= —   ,        k  = 


Substituons  dans  l'équation  (7)  ces  valeurs  de  Cx,  A-, 

et  elle  donnera 

sin  (29,  —  9)  =  c  sin  9. 

333*  La  valeur  de  c.  ainsi  déterminée  est  toujours 
plus  grande  que  c.  D'après  cela,  imaginons  que  l'on 
calcule  une  suite,  ou,  comme  on  dit,  une  échelle  de 
modules  Cx,  c,,  6*3,. .  •  liés  entre  eux  et  au  module  pri* 
mitif  €  par  les  équations 

2V/^  ^VTx  21/^  ^  ,,x 

c,  = ,     c,  =^ ,     c,  =: ,     etc.     {o) 

jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  valeur  c^  peu  différente  de 
l'unité  ;  et  que  l'on  détermine  en  outre  une  série  d'ampli- 
tudes ?x,  ?a>  ?3,. .  •  •  au  moyen  des  équations 

sin  (29,-9  )  =  c sin  9, 

sin(29,-9,)  =  c,sin9„  (  (c) 

sin(293-.9.)  =  c,sin9„ 
etc.  : 
on  aura  aussi 

F(c„»,)=:^^F(c,ç) , 
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FM.)=i±s.FM,)=(i±^)  Q^)  (i±:)^(..,^ 

etc. 

Mais  lorsque ,  dans  Tëchelle  des  modules ,  on  sera  arrivé 
à  un  terme  c„  peu  différent  de  l'unité  (et  il  suffira  ordi- 
nairement de  calculer  un  petit  nombre  de  termes)  ^  on 
aura  sensiblement 

d'où 

Rien  n'empêcbe  de  prolonger  la  série  (A)  en  arrière 
de  c  par  une  suite  de  termes  c_,,  c?«a,  c_3,. .  .dérivant 
les  uns  des  autres  selon  la  même  loi ,  en  sorte  qu'on  ait 

c=z ^-^5    c?-,  =  — ^,    c»,= — r^^^,    etc.    (*') 

i+c«/  i+c?-,'  i+c_3'  ^   ' 

sin  (  a(p  —  <p-_x)  =  c«x  sin  (p«, ,  J 

sin  (2(p_x-<p-,)  =  c-a  sin  (p.„  |  (c') 

etc.  ) 

On  tombera  bientôt  sur  un  terme  c.„  très-peu  différent 
de  zéro ,  et  alors  on  aura  sensiblement 


d'où 


/9— « 


F/        \  I  "T~  C—  I     I  "T"  ^— «  I  "î"  ^— n  /  »\ 

(^^?) = — i ^—  •  •  • — i — ?-«•      w 

On  choisira  entre  les  formules  (d)  et  (rf')  celle  qui  con- 
duira le  plus  rapidement  à  la  valeur  de  F(c,  9).  C'est 
ainsi  qu'ont  pu  être  calculées  les  tables  données  par 
Legendre  dans  son  grand  ouvrage  sur  les  fonctions  ellip- 
tiques. 

Quand  on   prend  <?=  ^tt,  les  équations  (d)  donnent 
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Donc  si  l'on  désigne  par  K  la  limite  vers  laquelle  con- 
verge le  produit 

(l  +C_x)  (l  +C-»)  (l  +C.3).  .  . 

composé  d'un  nombre  infini  de  facteurs  qui  vont  en  con- 
vergeant vers  l'unité,  la  valeur  de  la  fonction  complète 

F(c)estK-.  ■  '^^ 

334.  Passons  à  la  fonction  elliptique  de  seconde  es- 
pèce 

E(c?,<p)=/      »/i— c>8ma<p.rfcpz=   /      i^ îZJ'. 

Si  l'on  désigne  toujours  par  cp,  "f  deux  angles  assujettis  à 
vérifier  l'équation  (i)  du  n°  3^8,  et  par  conséquent  l'é- 
quation différentielle 


on  a 


=c?*(sin*  ^j;  --  sin*  <p)  -p* 

Or  l'équation  (  i  )  donne 

A(&  d.sin 9  sin ^  =  sin  cp  cos  (|^  «{ip  +  sin  ^  cos  (p  d^y 
et  eu  substituant  pour  d^^  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (8), 

A(t .  d.  sin  9  sin  ^  =:  (sin  9  cos  i]*A(p  —  sin  ^  cos  <p  A<|;)  -r—      (9) 

On  a  d'ailleurs,  en  vertu  des  équations  (a)  et  (3), 

sin  fL sin  9  cos  <|;A9  +  sin  ^  cos  9 A9  ^  .     . 

A(i.        A9A^— c?*sin9sin<|;cos9COs<j/' 
et  de  la  combinaison  des  équations  (9)  et  (10)  on  tire  ai- 
sément 

sin  (JL  d. sin  9  sin  ^=  (sin*  9 — sin* ^)  ^«  (i i) 
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Donc 

rf. E(c,ç)  +  d. E(c,i|>)  =  —  c*  sin  (il  i/.  sin  <p  sin  ij;, 
E(é?,(p)  +  E(c;^)  =  const.  —  c^  sin  (jl  sin  <p  sin  \{;, 
et  en  déterminant  la  constante  arbitraire  de  manière 
qu'on  ait  à  la  fois  i|;=o,  ?  =  (it, 

E(c,(p)  +  E(c,(j;)  =  E(c^(Jl)  —  c*  sin  pi  sin  9  sin  <(;.       (12) 

En  comparant  cette  formule  à  l'équation  (5)  qui  en 
est  l'analogue  pour  la  fonction  F^  on  voit  pourquoi  les 
géomètres  qui  ont  traité  des  fonctions  elliptiques  ont  mis 
.  au  premier  rang  la  fonction  F  comme  plus  simple; 
quoique,  d'après  l'analogie  géométrique,  la  fonction  £, 
qui  mesure  un  arc  d'ellipse ,  semblât  devoir  venir  im- 
médiatement après  les  arcs  de  cercle. 

335.  Considérons  maintenant,  comme  dans  le  n"*  332 ^ 
un  module  c^  et  une  amplitude  9^ ,  liés  à  c  et  à  <p  par  les 
équations       * 

Cx  =  — : — ,     sin  (2cp,  —  9)  =  c  sin  9.  (i3) 

I  +c  ^     ' 

On  tirera  de, celle-ci  par  la  différentiation 

,  -    c  cos  9  +  cos  (29,  —  9) 

2005(291  —  9) 
ou  bien  en  remplaçant  cos  (29^ — 9)  par  sa  valeur  A9, 
tirée  de  la  seconde  équation  (i3), 

j         d^  CCOS9  +  A9 

^^^=3 \ ^-  ('4) 

Mais  l'équation  (6)  donne 

,  «9     Kl — Cx'sin'tt 

^^'^T^' 1 ' 

ou ,  en  remettant  pour  k  sa  valeur, 

rf9x  =  ^ ^-  V/i-c.«»m»9x.  {1^) 

Comme  les  équations  (i4)  et  (i5)  doivent  s'accorder,  il 
faut  qu'on  ait 
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(l  +  c)|/'i  — c,»am«<p,  =  CCOS  <p  +  Acp.  (l6) 

\fultiplions  les  équations  (i4)  et  (i6)  membre  à  mem- 
bre, et  il  viendra 

,  .    . ,         d(D   (c  ces  9 -4- Acp)* 

(H-c)v^i  — cx»«m«<px.rf?x==^-^^ ^ 

=  Kl  — c»8m»ç.a<p •  hccosyacp; 

d'où ,  en  intégrant , 

(i  +  c)E(c„cp.)  =  E(c,(p)  —  ^^^" .  r(c,(p)  +  c  sin  ç.     (17) 

Nous  n'ajoutons  pas  de  constante  arbitraire,  parce 
que  tous  les  termes  de  cette  équation  s'évanouissent  sé- 
parément pour  9=0. 

En  vertu  de  la  formule  (17),  la  fonction  E  (c,,<pi)  est 
donnée  par  deux  fonctions  elliptiques,  l'une  de  première, 
l'autre  de  seconde  espèce,  ayant  chacune  même  module 
et  même  amplitude;  et  réciproquement  la  fonction  de 
première  espèce  est  donnée  par  deux  fonctions  de  se- 
conde espèce ,  qui  différent  de  module  et  d'amplitude. 

Si  l'on  prend  (p  =  7r,  on  aura  <p,  =  ^7r, 
E(c,7r)  =  2E(c,-i  tc)  =  aE(c), 

et  la  formule  (17)  donnera  cette  relation  entre  lesfonc-' 
tions  complètes 

(i  +  c)E(cO  =  aE(c) — (  I  —  c")F(r).  (  1 8) 

336.  En  suivant  l'échelle  des  modules  et  des  ampli- 
tudes dont  la  loi  a  été  donnée  dans  le  n®  333,  on  trouve 

(1  +  r,)E((?„(p,)  =:  E(c,,cp,)_illfL.F((?.,<p,)  +  c,  sin9„(i9) 

F(c„çO  =  ^.F(c,,p).  (20) 
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On  peut  éliminer  F(c,cp) ,  F  (c^cp,)  entre  les  équations  (  1 7), 
(19)  et  (20),  puis  substituer  pour  c,  sa  valeur  en  c,  et  il 
vient  définitivement 

^^»^)= TZTc -E(co?0"  (^_,^),'E(^a>y>) 

—  csm^pH .smcp,,  (21). 

^       I  —  c  ^ 

Comme  le  même  calcul  peut  être  indéfiniment  répété, 
en  suivant  l'échelle  ascendante  ou  descendante  des  mo- 
dules, on  ramènera  toujours  la  fonction  E(c^<p)  à  dé- 
pendre de  deux  fonctions  de  même  espèce,  pour  les- 
quelles le  module  aura  une  valeur  très-peu  différente  de 
zéro  ou  de  Tunité.  Or ,  quand  le  module  c«  est  très-peu 
différent  de  zéro  ou  de  l'unité,  on  a,  sans  erreur  sen- 
sible , 

ou  bien 

E(tf„,<P;,)=  /  ^"cos  cp.tfSp  =  sin  cp». 

337.  Nous  ne  donnerons  qu'un  théorème  concernant 
les  fonctions  elliptiques  de  troisième  espèce,  et  ce  sera 
l'analogue  de  ceux  qui  se  trouvent  exprimés  par  les  for- 
mules (5)  et  (lïat),  relatives  aux  fonctions  de  première 
et  de  seconde  espèce.  En  désignant  toujours  parf,^  deux 
amplitudes  variables,  assujetties  à  vérifier  les  équations 
(i),  (3),  (8),  on  a 

t  „,        \       f      /       I  \  ^9  sin  A  —  sin  © 

"V  >  >Ty  xtv  ?  ,Ty  ^ç  (i+asin*cp)(i+asm*<(;) 

ou  bien,  en  vertu  de  l'équation  (i  i), 
__,         N      ,  w-r/       IN  •  rf.  sinçsinJ/  ,     . 

Si  Ton  pose 
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sin  ç  sin  ^j^  zzz  a,     sin*  <p  +  sin'  ^  =  P, 
le  second  membre  de  réquation  précédente  devient 


a  sm  \L 


dcL 


.9^* 


i  +  ap+û'a' 
On  tire  de  Téquation  (i) 

cos*  9  CCS*  ^ = CCS*  (A  —  îa  ces  fxA(JL  sin  cp  sin  ^ 

-f-  (  I  —  c*  sin*  (i)  sin'  cp  sin'  if  ; 
et  comme 

cos*<pcos*^|;=  I  —  (sin*cp+sin^^)4-sin'cpsin'^=  i  —  P +a% 

il  vient 

I  —  P  +  a*=co8'(JL — 2acos(JLA(JL+a'(^  —  c'sin'pt), 

d'où 

P  =  sin*  (A  +  2a  cos  (lAji  +  a'c'  sin'  (a  , 

et  par  suite 

doL  doL 


i+^P+û'a'       /?  +  aya+ra' 
en  posant ,  pour  abréger , 

i-f-ûsin'(JL=^,     acos(iLAp.z=^,     ac*sin*fjL  + rt*=r. 
Si  donc  l'on  représente  par  O  (a)  l'intégrale 


i: 


o  p  +  ^qcL  +  roL* 
qui  s'exprime  toujours  par  logarithmes  ou  par  arcs  de 
cercle,  l'équation  (a a)  donnera 

TJ{c,ay<f)  +  n(^j«><|')  =  const.  —  a  sin  [a  .  $(sin  ^  sin  <j;). 
Mais,  pour  i'zzzOy'on  a  ?  =  (i,  n(c,a,^)=o,  ^(o)=o; 
donc 

n(c,a,<p)  +  n(c,a,ij/)  =  II(c,a,fx)  —  a  sin  [a  ,  *(sin  9  sin  ^). 


T.  11. 


CHAPITRE  V. 


APPLICATIONS    GEOMETRIQUES    DU    CALCUL   DES  INTE- 
GRALES DiFINIES   SIMPLES. 


S  i^'.  Quadrature  des  courbes  planes. 

338.  Nous  avons  eu  maintes  fois  occasion  de  rappeler 
que  Tintégrale 

sdx 


mesure  l'aire  d'une  courbe  dont  x  el  fx  sont  les  coor- 
données rectangulaires  :  l'aire  mesurée  ayant  pour  limites, 
d'une  part  l'arc  de  la  courbe  intercepté  entre  les  or- 
données fx^^  fx^^  d'autre  part  ces  ordonnées  mêmes, 
et  enfin  l'axe  des  x.  Cette  application  du  calcul  intégral 
s'offre  si  naturellement  que,  dès  l'origine,  il  a  été  qua- 
lifié de  Méthode  des  quadratures  ^  et  qu'aujourd'hui 
encore  on  donne  communément  le  nom  de  quadrature 
[33]  à  l'opération  par  laquelle  on  obtient,  exactement  ou 
d'une  manière  approchée,  la  valeur  d'une  intégrale  dé- 
finie. Sans  répéter  la  démonstration  d'un  théorème  qui 
nous  est  devenu  si  familier ,  nous  allons  l'appliquer  à 
quelques  courbes  choisies  parmi  celles  qui  méritent  par- 
ticulièrement de  fixer  l'attention. 

L'équation  de  la  parabole  ordinaire  étant  mise  sous  la 
forme 

on  trouve  pour  l'aire  de  cette  courbe,  mesurée  à  partir 
du  sommet, 
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Ainsi  Taire  du  triangle  parabolique  Omp  (Jig.  78)  est 
les  deux  tiers  de  celle  du  rectangle  Opmq  construit  sur 
l'ordonnée  et  sur  l'abscisse  du  point  m.  Cette  proposition, 
découverte  par  Archimède,  est  l'objet  d'un  opuscule  de 
ce  grand  géomètre,  où  il  applique  à  deux  tours  de  dé- 
monstration fort  singuliers,  l'un  fondé  sur  des  principes 
de  statique  dont  lui-même  était  l'inventeur,  l'autre  sur 
la  sommation  d'une  progression  géométrique  décroissante, 
la  méthode  de  réduction  à.l'absurde,  qui  seule  pouvait, 
aux  yeux  des  anciens,  établir  rigoureusement  le  passage 
du  fini  à  l'infiniment  petit  [49]. 

En  prenant  pour  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à 
son  centre  et  à  ses  axes. 

a 
faire  du  trapèze  elliptique  OprhR  (Jig.  77),  dont  l'un 
des  cotés  est  l'abscisse  Op=:x^  a  pour  valeur 

qfo 

On  pourrait  en  conclure  de  suite^  ainsi  qu'on  le  fait 
dans  les  traités  élémentaires  des  sections  coniques,  le  rap- 
port du  trapèze  elliptique  Opm&  au  trapèze  circulaire 
OpnC^  pris  dans  le  cercle  concentrique  à  l'ellipse  et  dont 
le  rayon  est  a  (*).  Pour  arriver  au  même  résultat  en  ap- 
pliquant les  règles  ordinaires  de  l'intégration,  on  fera 

Q)  Archimède  connaissait  cette  manière  de  ramener  la  quadrature 
de  l'ellipse  à  celle  du  cercle ,  mais  elle  lui  paraissait  dépendre  de 
lemmes  difficiles  à  accorder  ([eiire  à  Dosithëe ,  servant  de  préface  au 
Traite  de  la  quadrature  de  la  parabole).  Les  lemmes  dont  il  s'agit 
ne  peuvent  être  que  les  principes  de  la  méthode  des  limites. 

5. 
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l^a>  — x>=^a:,      OU      X^  =: 


a" 


1+e 

d'où 


/  i/a»  — «a.^ziz:   /  txdxz=i-  far*—  -  /  i 


.a 


dt 


= -  ^a:^ arc  tang  t  +  const. 


'  z=  -  xv'a^—x*  —  a'  arc  tang  f 1  +const^ 

2  3  X         ^         • 

et  par  suite 

y*«  ^ ,        I      . .  I  Vit                 ï/'a»— xA 
l/^ a>— «» . 007 = - ^K a« — :c»i+--û  (  — aretang j 
o                                       2                                2       \^2                                 ^        / 

= -^ V^«»— «a  +  -a  arc  sm  -  ; 
2  2  a' 

ce  qui  donne  enfin 

bx     . ab         \    X      anr      ob         ,    x 

u=i —  l/^tfa— X»  H arc  sm  -  =  -^  -\ arc  sm  — 

2a  2  a        2         2  a 

On  en  conclut  que  -—  est  Taire  du  quadrant  elliptique 

OAmB,  et  que  tt  ab  est  l'aire  de  l'ellipse  entière. 

Comme  —  est  l'aire  du  triangle  Omp^  celle  du  sec- 

ab  . 
—  su 
2  a 

339.  Si  l'on  emploie  l'ëquation  de  l'hyperbole  sous  la 

forme 

b 


nh  T 

teur  elliptique  BO/w  a  pour  valeur  —  sin   - . 


a 

et  que  l'on  pose,  pour  faciliter  le  calcul,  la  relation  auxi- 
liaire 

V^  X^ ^^    =    tXy 

on  a 

/. ,        I       . a\      Vx — \/x^-^aA 
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ce  qui  équivaut  à 


_  -  I        .„______     Cl  - 

V^x^ — «a .  cir  =  -J7  V^^a— a» '  log  {x+  V^x»'-a*)+consL , 

^  2 


/ 

en  comprenant  dans  la  constante  arbitraire  le  terme 

En  conséquence^  on  trouve  pour  la  valeur  de  l'aire  hy- 
perbolique Apm  (Jig.  84)  : 

^/**^ ,        bx    . ab.     fx+\/x^—a^\ 

U^ZZL-Î       \/^x*—a* .  aJ7=: V^j;a— «  a lOff  ( ) 

a/ a  !Àa  2     ^\         a         / 


^         ab 

'à 
Donc 


xr       ab ,      fx        y\ 


secteur  0/wA=:  —  log  {  -  -♦-  t  ) 


ce  qui  entraîne  comme  conséquence  que  Taire  comprise 
entre  ITiyperbole  et  ses  asymptotes  est  infinie. 

L'aire  de  l'hyperbole  dépend  d'uue  fonction  logarith- 
mique, de  même  que  l'aire  de  l'ellipse  dépend  d'une  fonc- 
tion circulaire.  L'analogie  géométrique  de  l'ellipse  et  de 
Thyperbole  correspond  à  l'analogie  des  fonctions  trigo- 
nométriques  et  exponentielles,  et  de  leurs  inverses,  les 
ares  de  cercle  et  les  logarithmes. 

L'équation  de  l'hyperbole  équilatère,  rapportée  à  ses 
asymptotes,  étant 


a^ 
^  =  7' 


Faire  de  l'espace  asymptotique  compris  entre  les  or- 
données qui  répondent  aux   abscisses  ^09-^9  ^   pour 

valeur 

a^  f^dx       a^ .      /'x\  ,  . 

et  si  l'on  prenda  =  l/r,  ^0=^?  "^  vient  simplement 
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w=log  X.  Ainsi  les  logarithmes  népériens  peuvent  être 
considérés  comme  donnés  par  les  aires  d'une  hyperbole 
équilatère.  C'est  pour  ce  motif  qu'on  les  a  longtemps 
désignés  par  la  dénomination  de  logarithmes  hypei^bo- 
liques;  mais  cette  dénomination  était  mal  choisie,  puis- 
que, si  l'on  donne  à  la  constante  a  une  valeur  convenable, 
la  fonction  Uj  déterminée  par  l'équation  (i)^  représen- 
tera également  bien  tout  autre  système  de  logarithmes. 
On  sait  en  effet  [64]  que  les  logarithmes  à  base  quel- 
conque se  déduisent  des  logarithmes  népériens  quand 
on  multiplie  ceux-ci  par  un  module  constant  pour  chaque 
base. 

L'équation  (i)  cesse  d'avoir  lieu,  ainsi  qu'on  l'a  ex- 
pliqué [99].  quand  la  valeur  x=o^  qui  rend  infini  le 
coeflScient  de  dx  sous  le  signe  yj  tombe  entre  les  limites 
de  l'intégration.  £n  conséquence,  on  ne  peut  exprimer 
par  cette  formule  l'aire  qui  serait  limitée  par  deux  or- 
données de  signes  contraires,  appartenant  à  deux  bran- 
ches de  la  courbe. 

On  peut  toujours  passer,  par  des  additions  ou  des  sous- 
tractions de  polygones  rectilignes,  de  l'aire  d'une  courbe 
rapportée  à  un  système  de  coordonnées  rectilignes,  obli- 
ques ou  rectangulaires,  à  l'aire  de  cette  courbe  prise 
dans  un  autre  système  de  coordonnées  rectilignes.  Telle 
est  la  raison  pour  laquelle  la  fonction  logarithmique, 
qui  s'offre  immédiatement  dans  le  calcul  de  l'aire  de 
l'hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes,  reparaît  à  la  suite 
de  diverses  transformations,  quand  on  rapporte  l'hyper- 
bole à  ses  axes. 

340.  En  mettant  l'équation  de  la  logarithmique  sous 
la  forme  j^=.^^  on  aura 


X 
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valeur  qui  se  réduit  à  — i  quand  on  fait  x=^ — oo .  Ainsi 
l'aire  de  l'espace  compris  entre  l'ordonnée  OB  {fig.  79), 
la  courbe  BM' prolongée  à  l'infini  du  coté  des  abscisses 
négatives^  et  l'asjrmptote  OX',  aussi  prolongée  à  l'infini, 
a  une  valeur  finie,  égale  au  carré  construit  sur  la  droite 
OB. 

La  cycloïde  étant  donnée,  comme  dans  le  n""  1 76,  par 
le  système  des  deux  équations. 

X  =.  R(ç  —  sin  cp) ,    jr=z  R(i  —  cos  ç), 
on  aura 

u=l    7«tF=R'*/    (i  —  cosç)*cftp 

=  R'd  <p  —  a  sin  9  +  j  sin  29). 

Ou  prendra  pour  la  limite  supérieure  de  l'intégrale 
(f=inUj  afin  d'avoir  l'aire  comprise  entre  un  arceau  et 
la  base  de  la  cycloïde,  ce  qui  donnera  w=37uR*,  c'est-à- 
dire  le  triple  de  l'aire  du  cercle  générateur.  La  formule 
qui  précède  s'étend  d'elle-même  à  des  valeurs  quelcon- 
ques de  f  et  à  la  quadrature  d'un  nombre  quelconque 
d'arceaux. 

341.  L'aire  limitée  par  une  courbe  plane  fermée  est 
une  quantité  indépendante  du  système  des  coordonnées 
auxquelles  on  rapporte  la  courbe;  et  cette  aire,  que  nous 
désignerons  par  U,  est  ordinairement  celle  que  l'on  se 
propose  de  déterminer  dans  un  problème  de  quadrature. 
Si  la  courbe  est  algébrique,  son  équation  F(^,^):=o 
donne  au  moins  deux  racines  ^=fx^,^=faa:,  corres- 
pondant à  la  même  abscisse,  et  dans  ce  cas  on  a 

U  =  /     '  (  fi^  —  i^^dx z=il     ' i^xdx  —  /     *  Uxdx  : 

(^x  désignant  l'ordonnée  de  l'arc  m^rii  m^  {Jig.%o\î^x 
celle  de  l'arc  nio  n^  nii^  x^  et  x,,  les  abscisses  des  droites 


72  LIVRE    V.    CHAPITRE    V. 

//2o/7o  etm^jJi  qui  limitent  la  courbe  parallèlement  à  l'axe 
des  j-.  Les  arcs  m^n^m^y  m^  n^m^  pourraient  d'ailleurs 
appartenir  à  des  courbes  algébriques  différentes,  ou  à 
des  courbes  non  algébriques,  et  éprouver  dans  leur  cours 
des  solutions  de  continuité  du  second  ordre  ou  des  ordres 
supérieurs.  L'intégrale  U  se  décomposerait  sans  diffi- 
culté en  un  plus  grand  nombre  d'intégrales  partielles, 
si  la  courbe  fermée  affectait  des  sinuosités,  comme  celles 
qui  sont  indiquées  sur  la^^.  8i. 

L'aire  d'une  courbe,  telle  qu'on  la  définit  dans  le  sys- 
tème des  coordonnées  polaires  [i8o],  ayant  pour  diffé- 
rentielle 

sera  donnée  par  la  formule 


2/0 


?.a 


rVcp, 


dans  laquelle  il  faudra  substituer  pour  r^  sa  valeur  en 
fonction  de  9  donnée  par  l'équation  polaire.  Si  la  courbe 
est  fermée  et  comprend  dans  son  intérieur  l'origine  des 
rayons  vecteurs,  de  manière  que,  pour  chaque  valeur 
de  cp  comprise  entre  o  et  air,  r*  ait  une  valeur  réelle  et 
unique,  il  vient 

\jSi  courbe  étant  toujours  fermée,  et  le  pôle  se  trouvant 
dans  l'intérieur  de  la  courbe,  il  peut  se  faire,  si  elle 
offre  des  sinuosités,  que,  pour  les  valeurs  de  ?  comprises 
entre  de  certaines  limites,  r^  ait  3  ou  5,  ou  en  général 
un  nombre  impair  de  racines  réelles.  Au  contraire,  si  le 
pôle  se  trouvait  hors  de  l'enceinte  formée  par  la  courbe, 
/•*  aurait  toujours  un  nombre  pair  de  racines  réelles. 
Dans  toutes  ces  circonstances  qu'il  suffit  d'indiquer,  l'in* 


i 
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tegrale  U  se  décompose  en  diverses  intégrales  partielles, 
ayant  chacune  des  limites  particulières. 

S  a.  Rectification  des  courbes. 


342.  Le  problème  de  la  rectification  des  courbes  est 
une  application  importante  du  calcul  intégral,  au  sujet 
de  laquelle  nous  croyons  devoir  entrer  dans  quelques 
îlle       éclaircissements  que  l'on  néglige  pour  l'ordinaire. 

En  désignant  par  s  la  longueur  de  l'arc  d'une  courbe 
plane,  dont  x  et  fx  sont  les  coordonnées  rectangulaires, 
on  a  [174] 

ds  ==  \/i  -f-Cf  ^)»  •  dxj 
et  par  conséquent ^ 

*=/     V/^i  +  (/»j;)».éia7,  (s) 

x^  étant  l'abscisse  du  point  de  la  courbe,  à  partir  duquel 
Tare  est  mesuré. 

Pour  que  le  coefficient  de  dx  sous  le  signe  /  devienne 
infini,  il  faut  et  il  suffit  que  f^x  passe  aussi  par  l'infini; 
mais  dans  ce  cas  même  la  formule  (s)  ne  devient  pas 
illusoire,  si  Jx  conserve  une  valeur  finie.  Soit  en  effet 
£  la  valeur  de  x  qui  rendy*'.r  infinie  :  d'après  ce  qu'on 
a  vu  [32îi],yà;  conservera  néanmoins  une  limite  finie, 
si  le  produit  (x — Ç  )/''^  converge  vers  une  valeur  finie 
ou  vers  zéro,  pendant  que  x  s'approche  de  plus  en  plus 
de  la  valeur  Ç.  Or  cette  limite  est  la  même  que  celle 
du  produit 

(^—Ç)ï/n- (/'*)>; 
et  par  conséquent,  dafts   le  cas  où  l'ordonnée  de  la 
courbe  conserve  une  valeur  finie^  quoique  la  tangente 
soit  perpendiculaire  h  l'axe  des  .r,  la  formule  (s)  ne 
tombe  pas  en  défaut. 
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Elle  tomberait  en  défaut ,  mai|  d'une  autre  manière, 
si  fx  et  f^x  devenaient  imaginaires  pour  certaines  va- 
leurs de  X  et  que  cependant  le  radical  l/i+(/'x)»  restât 
réel.  Si  par  exemple  on  avait 

ou  bien  [339] 

fx  =  -:cV^«a— I log[(.r  +  i/x»— i)  -4-  conj^. , 

la  formule  [s)  donnerait 

et  la  valeur  de  s  demeurerait  réelle,  même  pour  des  va- 
leurs de  X  numériquement  plus  petites  que  l'unité,  qui 
rendent  y^  Çiifx  imaginaires. 
343.  Le  radical 

doit  en  général  être  pris  avec  le  même  signe  dans  toute 
l'étendue  de  l'intégration,  afin  que,  si  la  valeur  de  Tare 
est  positive  quand  il  se  termine  à  des  points  situés  au  ddà 
de  celui  que  l'on  prend  pour  origine  des  arcs,  elle  soit 
négative  quand  l'arc  se  termine  à  des  points  situés  en 
deçà  de  l'origine,  ou  réciproquement.  En  conséquence, 
lorsque  l'intégrale  pourra  s'obtenir  sous  forme  finie,  le 
radical  R  qui  se  retrouvera  dans  l'intégrale  [399]?  ne  devra 
pas  y  être  censé  affecté  du  double  signe  ;  au  contraire, 
les  radicaux  qui  pourraient  se  trouver  dans  [/'xf^  et 
qui  proviendraient  de  la  multiplicité  des  branches  de  la 
courbe,  devraient  être  affectés  dans  l'intégrale  d'un 
double  signe,  afin  que  l'expression  de  l'arc  de  la  courbe 
eût  toute  la  généralité  qu'elle  comporte,  et  qu'elle  s'ap- 
pliquât, non-seulement  à  une  branche  de  la  courbe,  mais 
à  toutes  les  branches. 
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Remarquons  maintenant  que  si  la  courbe  avait  deux 
branches  symétriques  par  rapport  à  une  droite  parallèle 
à  Taxe  des  x^f'x  aurait  bien  deux  valeurs  numérique- 
ment égales  et  opposées  de  signes;  mais  le  carré  {f'xy^ 
qui  entre  dans  l'intégrale  {s\  n'aurait  plus  qu'une  seule 
valeur.  Dans  ce  cas,  si  les  deux  branches  se  raccordaient 
en  un  point  rn^  {Jig,  8îi)  pris  pour  origine  des  arcs,  il 
faudrait  prendre  le  radical  R  avec  le  double  signe,  afin 
qu'à  une  même  abscisse  Op=x  pussent  correspondre 
deux  arcs  /72o/72,  m^  m^  l'un  positif,  l'autre  négatif. 

Si  au  contraire  les  deux  brauches  qui  se  raccordent 
au  point  m^  [fig.  83)  n'étaient  pas  symétriques  par  rap- 
port à  une  droite  parallèle  à  l'arc  des  Xy  la  quantité 
if'xy  renfermerait  un  radical  p  :  il  faudrait  combiner 
dans  l'intégrale  le  signe  -|-  du  radical  R  avec  le  signe 
du  radical  p  qui  appartient  à  la  branche  m^  m,  et  le  signe 
—  du  radical  R  avec  le  signe  du  radical  p  qui  appartient 
à  la  branche  mjn'\  toutes  les  autres  combinaisons  entre 
lis  signes  de  ces  radicaux  devraient  être  rejetées  comme 
étrangères. 

On  voit  donc  que,  suivant  les  cas,  il  Êiudra,  pour  faire 
cadrer  les  formules  analytiques  avec  les  formes  des 
courbes  à  rectifier,  tantôt  donner  aux  formules  toute 
Textension  qu'elles  comportent  algébriquement,  et  d'au- 
tres fois  en  restreindre  la  généralité  algébrique. 

344.  Appliquons  d'abord  la  formule  de  rectification 
à  la  parabole  ordinaire,  dont  nous  mettrons  l'équation 
sous  la  forme 


m 


2 

£n  plaçant  l'origine  des  arcs  au  sommet  de  la  parabole, 
nous  aurons 
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-/. 


V^i  -f-ii»»a;» .  dx  =  -x\/iJ^  m*x* 


— los{mx  +  [/i^m*x*\      (a) 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  expression  change  de  signe 
en  conservant  la  même  valeur  numérique,  lorsqu'on 
change  x  en  — >x;  ce  qui  s'accorde  avec  }a  situation 
de  la  parabole  par  rapport  aux  axes.  D'ailtburs  on  ne 
peut  prendre  négativement  le  radical  1/7+otV  ,  puis- 
qu'on tomberait  sur  un  logarithme  imaginaire. 

Considérons  maintenant  la  parabole  de  Neil  [197]  j  en 
donnant  à  l'équation  de  cette  courbe  la  forme 

9  3 

et  prenons  pour  origine  des  arcs  l'origine  des  coordon- 
nées où  la  courbe  subit  un  rebroussement  de  première 
espèce  (Jig.  53).  La  formule  (s)  donnera 

Cette  formule  tombe  dans  le  cas  de  défaut  que  nous 
avons  signalé  [34^^]  •  elle  devrait  donner  pour  s  des 
valeurs  imaginaires,  dès  que  a:  prend  des  valeurs  néga- 
tives, tandis  qu'elle  attribue  à  s  une  valeur  réelle,  tant 
que  X  reste  compris  entre  o  et  —  ^m. 

On  sait  que  la  parabole  de  Neil  est  la  développée 
d'une  parabole  ordinaire  [197]  :  il  résulte  de  la  théorie 
des  développées  des  courbes  planes,  que  l'on  peut  toujours 
assigner  algébriquement  la  différence  des  rayons  oscu- 
lateurs  d'une  courbe  algébrique  en  deux  points  diffé- 
rents (^oi7*o)  ?  C^oXi)  1  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose  [  1 9 1  ]  > 
la  longueur  de  l'arc  de  la  développée  de  cette  courbe , 
compris  entre  les  points  (ÇojTOo),  {iif'^i)  t  q^^  sont  les 
centres  de  courbure  de  la  développante ,  correspondant 
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respectivement  aux  points  (^ot7o)>  ip^tiK^'  D'autre  part 
les  coordonnées  ^o9»o;  ^o»!  peuvent  toujours  s'exprimer 
algébriquement  en  fonction  de  ^oiT^oJ  ^xxKu  ^^  récipro- 
quement. Par  conséquent ,  toutes  les  courbes  qui  sont  les 
développées  de  courbes  algébriques  doivent  être  recti- 
fiables  comme  la  parabole  de  Neil  ;  c'^st-à-dire  que  Ton 
peut  exprimer  la  longueur  de  l'arc  en  fonction  algébri- 
que des  coordonnées  des  points  extrêmes. 

La  portion  de  l'axe  des  x^  dont  les  points  extrêmes 
ont  pour  abscisses  j;=o,  j;  =  — ^rrij  et  dans  l'étendue 
duquel  la  formule  (3)  tombe  en  défaut ,  est  le  rayon  de 
courbure  du  sommet  de  la  parabole  développante. 

*345.  On  applique  immédiatement  à  la  comparaison 
des  arcs  d'ellipse  tout  ce  qui  a  été  dit  dans  le  dernier 
chapitre  des  propriétés  de  la  fonction  elliptique  de  se- 
conde espèce.  Ainsi  l'équation  (12)  du  n°  334  établit 
une  relation  linéaire  entre  les  longueurs  de  trois  arcs 
pris  sur  la  même  ellipse,  et  dont  les  amplitudes  mesurent 
les  trois  côtés  d'un  certain  triangle  sphérique.  En  vertu 
de  la  formule  (ai),  la  rectification  d'une  ellipse  quel- 
conque se  ramène  à  la  rectification  d'une  ellipse  très- 
excentrique,  dont  les  arcs  se  confondraient  sensiblement 
avec  des  portions  de  ligne  droite ,  ou  inversement  à  la 
rectification  d'une  ellipse  très-peu  excentrique  dont,  les 
arcs  se  confondraient  sensiblement  avec  des   arcs  de 
cercle. 

L'équation  de  l'hyperbole  rapportée  à  son  centre  et  à 
ses  arcs  étant 

SI  nous  posons 


a  a 


a'+i"  '  sin<p' 
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la  longueur  de  l'arc,  mesuré  à  partir  du  sommet  de 
l'une  des  branches  de  la  courbe ,  est 

Mais  l'intégration  par  parties  donne 

y  do  ^„„^^^^^^,.,__^        r  cos  oûip 

Kl  — c«8in»<p*--T~--=--COt9.t/i--.c»8m>q)--C*/    ,  .         > 

^  sm»(p  ^  ^     y  V^i— <?»»iiiV 

et  l'on  a  d'autre  part  identiquement 

cos'ç  I       , I — c*  X 

7-7=====:=-T«V^x— c»dn»9 ; — *  .  .  ■  ■  '=a=  ' 

En  conséquence 
5 = ^  fcotç.  v/'  i-c^siaaç +E(c,<p)-E(cHi-^)  [F(^>?>-F(c)]  I  ; 

en  sorte  que  l'arc  d'hyperbole  s'exprime  au  moyen  de 
deux  fonctions  elliptiques  de  première  et  de  seconde  es- 
pèces. 

On  peut  chasser  les  fonctions  F(c,<p),  F(c)  au  moyen 
des  équations  (17)  et  (  1 8)  du  n*"  335  ,  ce  qui  donne  : 

es  _^^__— — 

— =  cot  «p .  V^i— c>8îna^  —  acsin  «p  +  E(c)  —  E(^,f  ) 

+  2(1  +  c)  E(£?.,T,)  -  (1+  c)E(cO. 
Ainsi  la  rectification  de  l'hyperbole  est  ramenée  à  dé* 
pendre  de  celle  de  deux  ellipses  d'excentricités  diffé- 
rentes, théorème  dont  on  doit  la  découverte  à  Landen. 
Pour  trouver  ce  que  représente  dans  ce  cas  l'amplitude 
(p,  décrivons  un  cercle  du  point  O  comme  centre,  et  du 
demi-arc  OA  comme  rayon  {fig.  84)  ;  du  point  /w,  dont 
l'abscisse  est  x ,  abaissons  l'ordonnée  mp ,  et  par  le  pied 
p  menons  une  droite  qui  touchera  le  cercle  en  ^  :  on  a 


a  a 

xz 


'costOp      sinBO^' 
et  par  conséquent  ctngle  BOt=<^. 


RECTIFICATION    DES   COURBES.  79 

Si  Ton  prolonge  Yordonnée  pm  jusqu'à  la  rencontre  de 

l'asymptote  en  /i,  et  qu'on  appelle  r  la  longueur  On ,  il 

viendra 

m  /         A*  X  a 

r=y  a*+^a*z=^=:—, — 

àr  c      csino)' 

ou 

-(r  -s)=: Ij_ ? +2csin9— E(c)  +  E(c,cp) 

—2(1  +  c)E(c„cpO  +  (i  -h  c)  E(cO. 
Sil'on  fait  dans  cette  expression  9=0,  ce  qui  corres- 
pond à  :r=o,  on  a 

«in<p  =  o,     E(c,(p)=:o,     (p,  =  o,     E(c„<p,)  =  o; 
quant  au  terme 

sincp  ' 

il  se  présente  sous  la  forme  ^,  et  se  réduit  à  zéro  d'a- 
près la  règle  connue  :  donc  on  a  dans  ce  cas 

î(r-*)=(H-c)E(c.)-E(4 

En  d'autres  termes,  lorsque  les  longueurs  A/72,  On  vont 
en  crobsant  indéfiniment,  la  différence  On  —  Am  con- 
verge vers  la  limite 

^[(,  +  c)E(c.)-E(c)]. 

^346.  On  a  trouvé  [180]  pour  la  différentielle  d'un 
arc  de  courbe  plane,  en  coordonnées  polaires, 

d'où  l'on  tire 

selon  qu'on  veut  éliminer  la  variable  r  ou  la  variable  fj 
au  moyen  de  l'équation  polaire  de  la  courbe. 
Par  exemple,  l'équation  delà  lemniscate  [21 3] 


/ 
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devient  en  coordonnées  polaires 

r'  =■  a'(cos'<p — sin'<p)  ; 

ce  qui  donne  ^  quand  on  prend  pour  origine  des  arcs  le 
point  A  [fig.  60) ,  où  la  lemhiscate  coupe  Taxe  des  x , 

'9  rfflp 


a     J  o 


K  co»*  ^  —  sin*  9 

Posons 

I         .      , 

sin<p  =— ;=:.sin4', 


(4) 


cette  expression  deviendra 

t=-L,f-'^-^==.JL,Y(^i).       (5) 

En  conséquence ,  les  propriétés  de  la  fonction  elliptique 
de  première  espèce  peuvent  se  traduire  en  propriétés  de 
la  lemniscate,  qui  sous  ce  rapport  ofTre  des  analogies 
très-curieuses  avec  le  cercle.  Le  géomètre  Fagnani  est 
le  premier  qui  ait  étudié  la  lemniscate  sous  ce  point  de 
vue,  et  ses  recherches  ont  été  l'origine  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques. 

Il  faut  remarquer  que  les  équations  (4)  ou  (5)  ne 
donnent  les  valeurs  de  s  que  pour  les  valeurs  de  9  com- 
prises entre  — ^  ic  et  ^  lu,  ou  pour  les  valeurs  de  'f  com- 
prises entre  — ^  ^ic  et  7  lu,  en  sorte  qu'elles  ne  s'étendent 
pas  au  delà  du  point  d'inflexion  de  la  lemniscate. 

347.  La  cycloïde  ayant  pour  équation  différentielle 

[177]  

dx  y        ' 

si  Ton  compte  les  arcs  de  l'origine  des  coordonnées ,  on 
trouve 


=  ^/c 
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o    K  aR— j 

Cette  expression  de  s  en  fonction  de  j*  tombe  visible- 
ment en  défaut  pour  les  valeurs  négatives  de  /,  puisque 
les  valeurs  correspondantes  de  s,  données  par  la  for- 
mule ,  seraient  réelles  et  négatives ,  tandis  que  la  courbe 
ne  s'étend  point  du  côté  des  j*  négatifs.  Elle  ue  donne 
également  la  valeur  de  s  que  pour  un  seul  arceau ,  et 
par  conséquent  n'a  pas  la  généralité  que  comporte  la 
description  géométrique  de  la  courbe.  Il  faut  même, 
pour  que  la  formule  s'étende  à  un  arceau  entier,  prendre 
successivement I  avec  des  signes  différents,  le  radical  qui 
entre  dans  la  valeur  de  s.  Toutes  ces  anomalies  s'expli- 
quent à  l'aide  des  remarques  faites  plus  haut  [34^  ^^  343]. 

Quand  on  prend^=2R,  on  a  pour  la  longueur  d'un 
demi-arceau  j=4R,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a 
trouvé  en  cherchant  la  développée  de  la  cycloïde  [198]. 

L'expression  de  l'arc  de  cycloïde  affecterait  une  forme 
extrêmement  simple,  si  le  point  Q  (^.  4^)9  sommet 
d'un  arceau ,  était  pris  pour  origine  des  arcs  et  en  même 
temps  pour  origine  des  ordonnées^,  comptées  de  Q  en 
S.  Ceci  revient  à  écrire  4R — s  au  lieu  de  j,  et  2R — j- 
au  lieu  de^,  d'où 

valeur  qu'il  faudrait  prendre  avec  le  double  signe,  à 
cause  de  la  symétrie  de  la  courbe  par  rapport  à  la 
droite  QS, 

L'arc  de  la  spirale  logarithmique  [181],  qui  a  pour 
équation  polaire  r=e"'î,  sera  donné  parla  formule 

y?o  m  m 

formule  qui  est  une  conséquence  très-simple  de  la  pro- 

T.    II.  6 
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priété  caractéristique  de  cette  spirale,  celle  de  couper 
tous  ses  rayons  vecteurs  sous  un  angle  constant,  dont 


le  cosinus  est 


V^i-l-m» 


348.  Soient ^==/i;,  z=£r  les  équations  d'une  ligne 
dans  l'espace  ;  et  Xo  l'abscisse  du  point  de  la  courbe  que 
)  on  prend  pour  origine  des  arcs  :  on  a  [a^^S] 

Il  est  clair  que  le  radical  pourra  rester  réel ,  non-seu- 
lement dans  des  cas  oxxfx^  fx  seraient  imaginaires , 
leurs  carrés  étant  réels,  mais  encore  dans  le  cas  oit 
{f'^Y'>  (S'^y  auraient  leurs  parties  imaginaires  égales 
sauf  le  signe.  Alors  la  formule  de  rectification  des  lignes 
à  double  courbure  tombera  en  défaut,  de  même  que 
cela  arrive  à  la  formule  de  rectification  des  courbes 
planes. 

Pour  donner  une  application  de  la  formule  (S) ,  pre- 
nons l'hélice  représentée  [234]  P^r  1^  système  des  trois 
équations 

a7=Rcos(p,    7=Rsinçp,     z  =  aR<p, 

qui  donnent 

rfj7= — Rsin<pâ^cp,     flÇ^=Rcos<prfcp,     dz=zaR.d(^y 

et  par  suite 

^/         ^7                        Cl        ^^  "    • 

7'^=:-r-= —  cotcp,     t\r=-7-=: : — 9 

dx  ^  dx  smcp 

On  aurait  pu  obtenir  directement  la  même  expression ,. 
en  considérant  que  l'hélice  se  transforme  en  ligne  droite 
quand  on  développe  la  surface  cylindrique  sur  laquelle 
elle  est  tracée.  ^ 
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§  3.  Gubature  des  solides  de  révolution. 

349.  La  mesure  du  volume  d'un  solide  de  révolution 
se  ramène  facilement  aux  quadratures  ou  à  l'intégration 
de  fonctions  différentielles  d'une  seule  variable.  Prenons 
en  effet  l'axe  de  révolution  pour  celui  des  x^  et  soit 
y"==^fx  l'ordonnée  de  la  courbe  méridienne,  2;  le  volume 
de  la  tranche  comprise  entre  deux  plans  perpendicu- 
laires à  l'axe  de  révolution ,  ayant  respectivement  pour 
abscisses,  l'un  la  constante  x^^  l'autre  la  variable  x. 
I    L'accroissement  Ai;  sera  compris  entre  le  cylindre  qui  a 
pour  volume  ly^'A^ ,   et   celui    qui    a    pour    volume 
ic(;^-|-A;^)'Ax;  du  moins  quand  on   prendra  A^  assez 
petit  pour  que  l'ordonnée^  soit  constamment  croissante 
ou  décroissante  dans  l'intervalle  Sx.  Or  on  a 


donc 


et  par  suite 


lim,  -7 — -^    ■    .   ^    zzz  I  ; 

7c(7+4r/A^ 

lim,  — -7-  =  I ,     ou     dv^=  izY^dx. 

izfSx         '  -^        ' 


ifz=iiz  l     {fjcfdx. 

J  ^o 

La  formule  tombera  en  défaut  dans  son  application 
géométrique ,  si  {fxf  reste  une  quantité  réelle ,  quoique 
fx  prenne  une  valeur  imaginaire. 

Supposons  que  la  courbe  méridienne  soit  l'ellipse 


j'=^!(«'-^'), 


et  posons  Xo=:o  :  il  viendra 

expression  qui  reste  réelle  pour  des  valeurs  quelconques 

6. 
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de  X,  et  positive  pour  les  valeurs  de  x<a\/^^  tandis 
que  la  courbe  méridienne  ne  s'étend  pas  au  delà  de  l'abs- 
cisse a.  La  formule  donne  -ficai*  pour  le  volume  entier 
de  l'ellipsoïde  de  révolution. 

Proposons-nous  encore  de  cuber  le  solide  annulaire 
engendré  par  la  rotation  du  cercle  MNM'N'  {fig.  74) 
autour  de  la  droite  PF  menée  dans  le  plan  de  ce  cercle 
et  prise  pour  arc  des  x.  Nous  ferons  passer  l'axe  des^ 
par  le  centre  du  cercle  dont  le  rayon  sera  r,  l'ordonnée 
du  centre  étant  désignée  par  R ,  de  manière  que 

ra=R — V/r>  — j;a, 

soient  les  ordonnées  des  demi -circonférences  MNM% 
MN'M'.  Le  volume  de  l'anneau  aura  pour  valeur 

Mais  on  a  [338] 

2  2  r 

donc 

('nzaTuVR. 

§  4*  Quadrature  des  surfaces  de  rëvolution. 

350.  Si  l'on  inscrit  un  polygone  à  la  section  méri- 
dienne d'une  surface  de  révolution,  et  qu'on  fasse  tcur- 
ner  le  polygone  avec  la  courbe  circonscrite,  chaque 
coté  du  polygone  engendrera  la  surface  développable 
d'un  tronc  de  cône.  Or,  l'on  entend  par  aire  d'une 
surface  de  révolution,  la  limite  dont  s'approche  la  somme 
des  aires  de  ces  troncs  de  cônes ,  quand  les  côtés  du 
poligone  inscrit  décroissent  indéfiniment ,  ou  quand  le 
poligone  inscrit  appproche  de  plus  en  plus  de  se  con- 


i 
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fondre  avec  la  courbe.  Cette  définition  est  analogue  à 
celle  que  nous  avons  donnée  de  la  longueur  des  lignes 
courbes  [174]  9  ^^  nous  reviendrons  encore  sur  ce  sujet, 
en  parlant,  dans  le  chapitre  suivant,  de  la  mesure  des 
aires  des  surfaces  quelconques. 

Conservons  toutes  les  notations  du  n°  précédent,  et 
appelons  u  Taire  de  la  portion  de  surface  de  révolution 
interceptée  entre  les  deux  plans  perpendiculaires  à  Taxe 
des  X.  L'aire  du  tronc  de  cône  engendré  par  le  côté  du 
polygone  inscrit  qui  joint  les  points  (^^T*),  (.r-f-Ax, 
jr  4-  Ay),  est  exprimée  par 

et  son  rapport  à  l'accroissement  A^  a  pour  limite 

2irrV/x-h^; 
donc,  d'après  la  définition  de  la  grandeur  u, 

d'où 

Pour  certaines  valeurs  de  a: ,  la  formule  tombera  en  dé- 
&ut  dans  son  application  géométrique,  si  la  fonction 
sous  le  signe  y  reste  réelle,  tandis  que^  passe  par  des 
valeurs  imaginaires. 

Appliquant  cette  formule  à  Tellipsoîde  de  révolution 
considéré  plus  haut,  nous  aurons      

ajo    ^  « 

Supposons    d'abord  rellipsôïde  allongé  ou   a  >  é,  et 

i*  —  a* 
posons  5 —  =;  c*  :  il  viendra 


ii  =  içifa?Y/  I ^+-.arc  sin— 1. 
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On  pourrait  attribuer  à  x  des  valeurs  >  a  et  <  - , 

sans  que  l'expression  de  u  cessât  d'être  réelle ,  mais  on 
sortirait  des  conditions  géométriques  du  problème.  La 
formule  donne  pour  l'aire  totale  de  l'ellipsoïde  allongé 

aw^* H arc  sm  c), 

^  c  ' 

Quand  c=o,  on  a  a=  A, =  i,et  l'on  retrouve 

c 

l'expression  connue  de  la  surface  de  la  sphère. 

Supposons   en  second    lieu    l'ellipsoïde   aplati  y    ou 

«  <  é,  et  posons  — — —  =  c*  :  on  obtiendra 


w^=7ci  hr\/ 


expression  qui  reste  réelle  pour  des  valeurs  quelconques 
de  X ,  et  d'oïl  l'on  déduit ,  pour  l'aire  totale  de  l'ellip- 
soïde aplati, 

.«[A'-t-fllog(i±^)]- 
Quand  czzzo,  on  trouve  que  l'expression 


c 
a  pour  valeur  a ,  et  l'on  retombe  encore  de  cette  manière 
sur  l'expression  de  la  surface  de  la  sphère. 

La  surface  annulaire  engendrée  par  la  révolution  dn 
cercle  MNM'N'  {Jig.  74)  a  pour  valeur 


c'est-à-dire  le  produit  des  deux  circonférences  dont  les 
rayons  sont  r  et  R. 


**  tnww^  i»»i«»  1^  »%<^*^<^  !«><»»%>■%  m^m^»tw^^f%*^*Mn  %»%»^^w^»^*^n<»»^<^»%%%<»w;«^<^%%i*»<^%i^%i»%%oo»%%»<<fca% 


CHAPITRE  VI. 


INTEGRALES    DÉFINIES    MULTIPLES.   APPLICATIONS 

GJÊOMETRIQUES  ET  PHYSIQUES. 


%  i^^.   Intégrales  doubles.  —  Application  à  la  cubature  des  volumes 
termines  par  des  surfaces  courbes  quelconques. 

351.  Soit  y  (^,^)  une  fonction  de  deux  variables  in- 
dépendantes x^^  laquelle  est  supposée  conserver  tou- 
jours des  valeurs  finies  entre  les  limites  Xoy  ix:;  y^^y.  On 
pourra  prendre  d'abord  la  somme  des  valeurs  infiniment 
petites  de  f  {xy  j)  dy  entre  les  limites  y^^  y;  et  cette 
somme,  ou  l'intégrale  définie 


L 


sera  une  certaine  fonction  de  x.  Si  l'on  prend  ensuite  la 
somme  des  valeurs  infiniment  petites  de 

entre  les   limites   x^y  x ,  on    aura   V intégrale  définie 
double 

ou,  en  supprimant  les  parenthèses  pour  plus  de  simpli- 
cité dans  l'écriture, 

/  ^  /  ^A^xrYxdx-,  {a) 

et  cette  somme  est  manifestement  celle  de  toutes  les  va- 
leurs infiniment  petites  du  second  ordre  que  peut  prendre 
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la  fonction 

quand  on  y  fait  varier  x  par  intervalles  infiniment  pe- 
tits dx^y  par  intervalles  infiniment  petits  dy^  entre  les 
limites  x^^  x;  y^^y. 

En  d'autres  termes,  si  Ton  divise  l'intervalle  x — x^  en 
m  parties  égales  SX^  l'intervalle  y-^y^  en  n  parties  éga- 
les tky;  que  l'on  prenne  la  somme  de  toutes  les  valeurs 

de  la  fonction 

f{x^)by^  (*) 

en  combinant  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  dans  la 


série 


avec  toutes  les  valeurs  de^  comprises  dans  cette  autre 

série 

^o,  Jo  +  t^y^y.  +  aAj, . .  .7.  +  («  _  i) A^; 
à  mesure  que  l'on  prendra  pour  m  ^t  n  des  nombres 
plus  grands^  ou  pour  les  intervalles  Aj;,  ^y  des  fractions 
plus  petites  des  intervalles  primitifs,  la  somme  obtenue 
convergera  vers  une  certaine  limite,  qui  est  prëcisémrat 
la  valeur  de  la  double  intégrale  (a). 

Il  suit  de  là,  que  l'ordre  des  intégrations  n'a  aucune 
influence  sur  la  valeur  de  l'intégrale  double,  et  qu'on 
peut  écrire  indifféremment 

/  *  /  ^A^xrWdx,     ou      r   j  ''j{x,x)dxdy. 

352.  Si  l'on  construit  la  surface  dont  :i;,  ^  et  ^  = 
y*(^,^)  désignent  les  coordonnées  rectangulaires,  la  quan- 
tité {U)  mesurera  le  volume  d'un  parallélépipède  rec- 
tangle qui  aurait  pour  base  A^  ^y^  et  pour  hauteur  l'or- 
donnée z.  Les  intersections  des  plans  latéraux  de  ce 
parallélépipède  avec  la  surface  circonscrivent  un  quadri- 
latère courbe  dont  la  projection  en  xy  est  le  rectangle 
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^  ^.  Le  Tolume  compris  entre  ces  plans  latéraux,  la 
base  du  parallélépipède  [b)  et  la  surface  z^=:f{x^y)^  ne 
diffère  du  volume  du  parallélépipède  (é)  que  par  un 
certain  volume  (p)  moindre  que  Ax  ^y  {tkz)^  (Jiz)  étant 
la  différence  des  valeurs  extrêmes  que  prend  l'ordonnée  z 
pour  les  points  de  la  surface  qui  se  projettent  en  :r;^ dans 
l'intérieur  ou  sur  le  contour  du  rectangle  Aj;  A^.  Quand 
la  fonction  z  n'éprouve  pas  de  solution  de  continuité  du 
premier  ordre,  (Jiz)  est  une  quantité  du  même  ordre  de 
grandeur  que  âJCy  ^y  :  donc,  si  Aj;,  Aj^  sont  des  quantités 
très-petites  du  premier  ordre,  auquel  cas  le  volume  du 
parallélépipède  Çb)  est  une  quantité  très-petite  du  second 
ordre,  le  volume  (p)  se  réduit  à  une  quantité  très-petite 
du  troisième  ordre.  Donc  l'intégrale  (a),  qui  est  la  li- 
mite vers  laquelle  converge  la  somme  des  quantités  (é) 
par  le  décroissement  indéfini  des  dimensions  Aj?,  A^, 
mesure  le  volume  limité  dans  un  sens  par  le  plan  ^,  à 
lopposite  par  la  surface  courbe,  et  latéralement  par 
quatre  plans,  dont  deux  sont  menés  parallèlement  au 
plan  xz  aux  distances  j-o^  y* 
Le  quotient 

exprime  encore  la  moyenne  de  toutes  les  valeurs,  en 
nombre  infini,  que  prend  (pour  les  points  du  plan  œ/ 
compris  dans  l'étendue  du  rectangle  déterminé  par  l'in- 
tersection de  ce  plan  avec  les  quatre  plans  perpendicu- 
laires que  l'on  vient  de  définir)  la  hauteur  z,  ou  plus 
généralement  la  fonction /'(^,^)  qui  peut  avoir  une 
signification  géométrique  ou  physique  quelconque  [33]. 
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353.  Quand  on  aura  efFectué  les  deux  intégrations 
indiquées  par  l'expression  (a),  le  résultat  obtenu  sera 
une  fonction  des  limites  supérieures  Xy  jr  que  nous  dési- 
gnerons par  F(;r,^);  de  sorte  qu'on  a,  en  vertu  de  la 
définition, 

Si  Ton  pouvait  trouver,  par  un  moyen  quelconque,  une 
fonction  F  (^,  y)  qui  satisfît  à  l'équation  (c),  la  fonction 
f  étant  donnée,  toute  autre  fonction  de  la  forme 

FC^^r)  +  ?^  +  Ijj  (^i) 

où  T,  ^  désignent  des  fonctions  absolument  arbitraires,  y 
satisferait  pareillement.  En  effet,  quand  on  prend  la  dé- 
rivée partielle  de  la  fonction  (c,)  par  rapport  à  Xj  on 
fait  disparaître  la  fonction  +^,  et  ensuite^  lorsqu'on 
prend  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  j*  de  la  fonc- 
tion 

dx  dx  ' 

on  fait  disparaître  la  fonction  -4 —  Le  résultat  serait  le 
*  dx 

même,  si  l'on  opérait  les  deux  diiTérentiations  dans  un 

ordre  inverse. 

Pour   trouver  une  fonction  F(x,^)  qui   satisfasse  à 

l'équation  (c),  il  suffit  de  prendre  d'abord  l'intégrale 

indéfinie 

en  regardant  x  comme  une  constante,  et  après  avoir  mul- 
tiplié par  dx  le  résultat  obtenu,  de  prendre  encore  l'in- 
tégrale indéfinie  de  cette  fonction  différentielle,  en  trai- 
tant dans  la  seconde  intégration  x  comme  variable  et 
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/  oomme  constante.  On  indique  cette  double  opération 
par 

Si  Ton  pratiquait  les  intégrations  indéfinies  dans  un 
ordre  inverse,  comme  l'indique  l'expression 

fff{x,y)dxdj, 
la  fonction  F,(^,^)  que  l'on  obtiendrait,  ne  pourrait  dif- 
férer de  la  fonction  F(x,/)  obtenue  en  premier  lieu,  que 
par  l'addition  de  termes  de  la  forme 

©X  + 1|;/  +  const,^ 
qui  s'en  vont  à  la  suite  de  deux  différentiations  par- 
tielles, Tune  par  rapport  à  x^  l'autre  par  rapport  à  jr. 

L'expression  (d)  est  celle  d'une  intégrale  indé/inie 
double. 

354.  Revenons  aux  intégrations  définies  qui  font  l'ob- 
jet spécial  de  ce  chapitre.  Au  lieu  de  prendre  l'intégrale 

entre  des  limites  j-o>  Jx  qui  ne  varient  point  avec  x^  on 
pourrait  la  prendre  entre  des  limites  variables  fo^;,  <p,  x; 
et  alors  Tintégrale  définie 

f{3c,y)dr 
?•* 

serait  encore  une  fonction  où  la  variable  x  entrerait 
seule.  En  intégrant  une  seconde  fois  par  rapport  à  x^ 
entre  les  limites  oTo,  x^^  on  aurait  l'intégrale  définie 
double 

f"f^'''f{x^yydx=y. 

Pour  se  faire  une  idée  claire  du  résultat  de  cette  opé- 
ration, on  peut  concevoir  que  les  valeurs  extrêmes  XojX, 
sont  représentées  (fig.  80)  par  les  abscisses  Cp^-,  QPi  ; 
les  fonctions  <Po.r,  <p,  j;  par  les  ordonnées  des  lignes  ou 
(les  portions  de  lignes  mjijn^^   m^n^m^\    enfin  que  la 


/, 
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fonctiony(j:,^)=2est  représentée  par  l'ordonnée  d'une 
surface  courbe,  élevée  perpendiculairement  au  plan  xj. 
En  vertu  de  ces  hypothèses,  et  d'après  ce  qui  a  été  ex- 
pliqué dans  Tavant-dernier  n**,  l'intégrale  V  mesure  le 
volume  limité  dans  un  sens  par  le  plan  xjr^  à  l'opposite 
par  la  surface  courbe  dont  z  est  l'ordonnée,  et  enfin  par 
une  surface  cylindrique^ui  a  pour  section  droite  le  péri- 
mètre /7^o/^o  m^  n^. 

Plus  généralement,  si  l'on  désigne  par  A  l'aire  que 

ce  périmètre    circonscrit,    le  rapport   -^  exprime  la 

moyenne  de  toutes  les  valeurs,  en  nombre  infini,  que 
prend,  pour  tous  les  points  {x^  compris  dans  la  cir- 
conscription du  périmètre,  la  fonction  y  (^,^)  qui  peut 
avoir  une  signification  quelconque,  géométrique  ou  phy- 
sique. 

Rien  ne  s'oppose  d'ailleurs  à  ce  que  l'intégrale  Y  soit 
réelle,  quoique  la  fonction  y  (.r,/)  prenne  des  valeurs 
imaginaires,  ou  même  reste  constamment  imaginaire 
dans  l'étendue  de  l'intégration  :  et  alors  cette  intégrale 
n'a  plus  de  signification  géométrique  ou  physique. 

Menons  parallèlement  à  l'axe  des  x  les  droites  n^  q^^ 
n^q^^  qui  limitent  le  périmètre;  désignons  par  Jo^Jx  les 
ordonnées  O^oi  O^x?  et  par  ^^y^  ^^j  les  valeurs  de  l'abs- 
cisse X  en  fonction  de  y  pour  les  portions  de  lignes 
n^m^rix^  n^m^n^  :  nous  aurons  évidemment 

355.  Lorsque  la  fonction  f{x^j)  passe  par  l'infini 
'  dans  l'étendue  de  la  double  intégration,  l'intégrale  double 
ne  peut  plus  être  considérée  comme  une  somme  d'élé- 
ments, et  tous  les  raisonnements  fondés  sur  cette  con- 
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sidëration  tombent  en  défaut.  Ainsi,  comme  M.  Cauchy 
l'a  remarqué  le   premier,   la   double  intégration   peut 
donner  dans  ce  cas  des  résultats  différents,  selon  l'ordre 
dans  lequel  on  effectue  les  intégrations  simples. 
Prenons  pour  exemple  l'intégrale  double 

pour  laquelle  le  coefficient  de  dxdy  devient  infini,  lors- 
qu'on fait  x=Oj  X=^*  On  a>  en  intégrant  d'abord  par 
rapport  à  la  variable  x, 

et  en  intégrant  ensuite  par  rapport  à  /, 

Si  les  intégrations  s'effectuent  dans  un  ordre  inverse, 
on  a  au  contraire, 

/*!       dx 
J  ^ii  +  x"^ 

en  sorte  que  la  différence  des  deux  valeurs  obtenues  est 

égale  à  air. 

Désignons  par  F(.r,jr)  une  fonction  telle  que 

rf*F(j?,7) ^       . 

dxdy    — Z^^'-^J' 
et  soit 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

i^x,y)^ff{x,y)dy,     ^x,y)=iff{x,y)dx  x 
l'intégrale  double 
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sera  indifféremment  représentée  par 

de  façon  qu'on  aura  en  général,  pourvu  qu^y  (a:,^)  ne 
passe  pas  par  Tinfîni ,  dans  Tétendue  de  la  double  in- 
tégration, 

Admettons  maintenant  que  les  valeurs  a:=^lj  .7^=% 
rendent  /  {^fX)  infinie,  et  désignons  par  £  un  nombre 
positif  qui  converge  indéfiniment  vers  zéro  :  on  aura, 
d'après  l'équation  précédente, 

A  la  limite  il  viendra  : 

ou 

Pour  obtenir  la  limite  indiquée ,  on  ne  doit  faire  e  =0 

qu'après  avoir  effectué  l'intégration  par  rapport  à/, 

atteuda  [3a3]  que  la  fonction  i{^  {Xyf)  devient  infinie  par 

he«  pour  une  valeur  de  y  comprise  entre  les  li- 


I 
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Dans  l'exemple  donné  plus  haut,  on  a 

y  _!,  ëip  ^^  =  ^  H  **"&  7  -  "c  tang(- 1)]  , 

valeur  qui  se  réduit  à  stu  à  la  limite^  quand  on  fait  £=o, 
ainsi  qu'on  Ta  trouvé  par  le  calcul  direct  de  l'intégrale 
double,  en  prenant  successivement  les  intégrales  simples 
dans  deux  ordres  différents. 
L'intégrale  simple 


/ 


est  du  nombre  de  celles  qu'on  a  appelées  singulières  : 
la  quantité  e  étant  regardée  comme  infiniment  petite , 
;     tous  les  éléments  de  cette  intégrale  sont  nuls,  à  l'excep- 
\    tion  de  celui  qui  correspond  kj'=:'n^  valeur  pour  la- 
quelle le  coefficient  de  dj-  devient  infini. 

En  opérant  dans  un  ordre  inverse  on  tomberait  sur 
Imtégrale  singulière 


/. 


[ç(^,7i  +  a) — ç(a:,T1  — ^  e)]rf^  =  —  aw. 


S'il  y  a,  dans  l'étendue  de  la  double  intégration,  plu- 
sieurs systèmes  de  valeurs  de  Xjj'  pour  lesquels  la  fonc- 
tion y  (x,^)  devienne  infinie,  la  différence  entre  les  deux 
valeurs  qu'obtiendrait  l'intégraje  double,  selon  l'ordre  des 
intégrations  simples,  se  composera  d'autant  d'intégrales 
singulières  qu'il  y  a  de  ces  systèmes  de  valeurs. 

356.  Quand  la  ligne  m^n^nij^n^  (jftg'^^\  qui  limite 
retendue  de  l'intégrale  double 

V=///(j?,7)rf/^, 
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est  donnée  par  une  équation  en  coordonnées  polaires 
r=  f  ij),  on  peut  prendre  pour  élément  de  l'aire  dans  l'é- 
tendue de  laquelle  la  double  intégration  s'effectue,  au  lieu 
du  rectangle  infinitésimal  dydx^  Taire  /72p/2  limitée  par 
deux  rayons  vecteurs  Omn^  Op,  faisant  entre  eux  l'angle 
infiniment  petit  d^y  et  par  deux  arcs  de  cercles  m^^  m^ 
l'un  décrit  du  rayon  0/w=:r,  l'autre  décrit  du  rayon 
0/i=r-j-â&'.  La  surface  de  cette  portion  de  secteur 
circulaire  a  pour  valeur 

OU  simplement  rdr  é/<p,  en  négligeant  un  infiniment  petit 
du  troisième  ordre.  £n  conséquence,  si  l'on  désigne  par 
F  (r,  <p)  ce  que  devient  f  (^,^),  ensuite  de  la  substitu- 
tion des  valeurs  de  Xjj  en  r,  <p,  il  viendra 


V=l      j   "^  F{r,(f)rdrd(f. 


Lorsque  la  fonction  F  (r,?)  se  réduit  à  l'unité,  l'intégrale 
y  exprime  simplement  l'aire  limitée  par  la  courbe  r=f9, 
et  l'on  a 

ce  qui  s'accorde  avec  le  n®  1 80. 

Nous  avons  supposé,  pour  plus  de  simplicité,  i""  que 
l'origine  des  rayons  vecteurs  tombe  dans  l'intérieur  de 
l'aire  limitée  par  la  ligne  r={<f;  2®  que,  pour  chaque 
valeur  de  <p,  r  n'a  qu'une  seule  valeur  réelle  et  positive. 
Lorsque  ces  conditions  ne  sont  pas  satisfaites,  les  inté- 
grales doivent  être  prises  entre  d'autres  limites,  qu'il  est 
aisé  d'assigner  dans  chaque  cas  particulier. 

357.  En  général  il  peut  se  faire  que  par  un  change- 
ment de  variables,  correspondant  géométriquement  à  un 
changement  de  coordonnées,  le  calcul  de  la  double  inté- 


g 
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raie  y  devienne  plus  simple;  et  en  tout  cas,  il  importe 
d'examiner  ce  que  devient  cette  intégrale  par  un  chan- 
gement de  variables.  Soient  donc  a,  ^  deux  nouvelles 
variables  liées  à  x^y  par  les  équations 

et  posons 

^=9jû?a  +  9,ûfp,  (^) 

Pour  chasser  d'abord  de  l'intégrale  Y  la  différentielle  dy^ 
on  remarquera  que  cette  différentielle  est  prise  en  sup- 
posant X  constant,  et  par  conséquent  dx=Oj  ou 

ff^dd  4-  ?2^P  =  o. 
Tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  d%  et  la  substi- 
tuant dans  l'équation  (/*),  on  aura 

ce  qui  donne 

y=ffFia,f,.^l^^^^dculz. 

Maintenant  il  faudra  prendre  la  différentielle  dx  en 
traitant  a  comme  une  quantité  constante,  ou  en  posant 
dans  l'équation  (e)  dcc=o  ,d'où  dx^=^^d^^  et  par  suite 

En  opérant  l'élimination  de  dxj  dy  dans  un  ordre 
inverse,  on  aurait  eu  symétriquement 

expression  qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le 
signe  :  or,  comme  l'intégrale 

J/'dydx  =i/'{<f,^,  —  <p,i)rfarfp , 
prise  entre  les  mêmes  limites  que  Y,  est  la  mesure  d'une 

T.  II.  7 
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aire,  qui  mesure  elle-même  l'étendue  de  l'intégrale  Y, 
on  ne  doit  considérer  que  la  valeur  absolue  .de  cette  in- 
tégrale^  et  le  signe  du  facteur  ç.ij;, — <p,^,  est  indiffé- 
rent. 

Si  l'on  prend 

a=r,     P=9,     x  =  rcos(fy    jrzrrsinç, 
on  a 
ç,  =  cosç,     ij;,  =  sinç,     9,  =  —  rsinç,     ^.z^ircosç, 

d'où 

Çi^*.  —  ^J^i  =  rcos*ç  +  rsin*  ç=  r, 

comme  on  l'a  trouvé  directement  par  des  considérations 
géométriques,  trop  simples  pour  n'être  pas  présentées  en 
premier  lieu. 

358.  Afin  de  donner  un  exemple  de  l'application  du 
calcul  des  intégrales  doubles  à  la  cubature  des  corps 
terminés  par  des  surfaces  quelconques,  proposons-nous 
d'évaluer  le  volume  de  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux, 
dont  la  surface,  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes,  a 
pour  équation 

L'équation  de  la  section  de  la  surface  par  le  plan  xj 

est 

^6    ^ 

a 
donc,^  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

b     

a 
la  tranche  de  l'ellipsoïde,  limitée  par  deux  plans  paral- 
lèles à  celui  des^z,  et  correspondant  aux  abscisses  x^^x^ 
aura  pour  valeur 
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Or  il  YÎent 


/: 


ce  qui  donne 

La  valeur  de  V  reste  rëelle  pour  des  valeurs  quelconques 
deXo,  .r;  inais  elle  perd  sa  signification  géométrique 
quand  on  donne  à  Xo^x  des  valeurs  numériquement  plus 
grandes  que  a.  En  prenant  x^=:  —  a^  x=za^  on  a 
{tçabc  pour  le  volume  de  l'ellipsoïde  entier. 

'  §  a.  Aires  des  surfaces  courbes  quelconques. 

359.  Étant  donnée  une  surface  courbe  quelconque  S, 
si,  par  des  points  très-rapprochés  pris  sur  la  surface,  on 
mène  des  plans  tangents,  ces  plans  se  couperont  de  ma^- 
aière  à  former  un  polyèdre,  à  faces  très-petites,  qui  en- 
veloppera la  surface,  et  approchera  d'autant  plus  de  se 
confondre  avec  S,  que  les  points  auront  été  pris  plus 
voisins  les  uns  des  autres.  A  une  portion  limitée  de  la 
surface  S,  telle  que  celle  qu'intercepterait  une  surface 
cylindrique  ayant  pour  section  droite  une  courbe  fermée, 
tracée  dans  le  plan  xj^  correspondra  une  portion  limitée 
de  l'enveloppe  polyédrique,  savoir  la  portion  interceptée 
par  cette  même  surface  cylindrique.  Cela  posé,  on  entend 
par  l'aire  de  la  portion  de  surface  courbe  ainsi  circons- 
crite, la  limite  û  dont  s'approche  indéfiniment  l'aire  de 
la  portion  correspondante  de  l'enveloppe  polyédrique, 
quand  les  dimensions  des  faces  du  polyèdre  vont  en  dé- 
croissant indéfiniment,  par  le  rapprochement  indéfini  des 
points  de  contact  de  la  surface  avec  le  polyèdre  enve- 
loppant. 

7- 
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Menons  le  plan  tangent  à  la  surface  S  au  point (a:,/,z), 
et  prenons  le  point  de  projection  (jc^y)  pour  l'un  des 
sommets  d'un  rectangle  ayant  ses  côtés  Ax,  A7  respec- 
tivement parallèles  aux  axes  des  a:  et  des^r*  [SSa].  Les 
plans  menés  par  les  côtés  de  ce  rectangle,  perpendicu- 
lairement au  plan  xj'^  circonscriront  sur  la  surface  S 
une  aire  Au,  et  sur  le  plan  tangent  en  (x^j-^z)  un  pa- 
rallélogramme dont  l'aire  aura  pour  valeur  numérique, 
d'après  un  tliéorème  connu  de  géométrie, 

cosv 

(v  désignant  l'angle  aigu  du  plan  tangent  avec  celui  des 
xy),  ou  bien  [^87] 

V/x4.^.-4-^».A/Aa:. 

Donc,  par  la  définition  même  de  la  quantité  ,  con- 
sidérée maintenant  comme  fonction  des  coordonnées  in- 
dépendantes j;,^, 

(lu  =  v/^i  ^p*  ^q*  .dydxy  (w) 

On  tire  de  l'équation  de  la  surface  les  valeurs  des  dé- 
rivées partielles /?,  q  en  fonction  de  x^y  :  les  limites  de 
la  double  intégration  sont  données  par  le  contour  de  la 
ligne  qui  circonscrit  la  projection  sur  le  plan  xj  de  la 
surface  ou  portion  de  surface  dont  il  faut  évaluer 
l'aire  û* 

Les  éléments  rfû  peuvent  être  des  infiniment  petits  du 
second  ordre,  même  quand  les  dérivées /?,  çr  deviennent 
infinies,  si  d'ailleurs  l'ordonnée  z  conserve  une  valeur 
finie  [34a],  ou  si  elle  n'éprouve  qu'une  solution  de  con- 
tinuité du  second  ordre. 

L'ordonnée  z  et  les  dérivées  p^  q  peuvent  prendre  des 
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valeurs  imaginaires,  sans  que  les  cléments  dQ  cessent 
d'avoir  des  valeurs  réelles;  et  alors  la  formule  (û)  tombe 
en  défaut,  quant  au  sens  géométrique. 

Nous  regardons  Téquation  (co)  comme  la  définition  de 
la  fonction  Q,  de  même  que  nous  avons  regardé  [174] 
Téquation 

comme  la  définition  de  la  fonction  s.  La  définition  phy- 
sique que  l'on  donne  de  la  longueur  d'un  arc  de  courbe, 
en  imaginant  cette  courbe  formée  par  un  fil  parfaitement 
flexible  et  inextensible  (ou  plutôt  par  un  fil  dont  la  roî- 
(ieuret  l'extensibilité  sont  inappréciables),  ne  comporte 
pas  d'extension  aux  aires  des  surfaces  courbes,  à  moias 
qu'il  ne  s'agisse  de  surfaces  développables;  et  de  là  même 
nous  pouvons  conclure  qu'elle  n'est  pas  la  vraie  défini- 
tion de  la  fonction  s:  car  l'analogie  mathématique  des 
fonctions  ^,  û  doit  se  retrouver  dans  les  définitions  de 
ces  deux  grandeurs,  si  elles  sont  tirées  de  ce  qu'il  y  a 
d'essentiel  dans  la  nature  des  grandeurs  définies,  et  non 
d'un  caractère  accidentel  ou  secondaire. 

*  360.  Cherchons,  d'après  la  formule  (û),  l'expression 
de  la  surface  de  l'ellipsoïde  quelconque 

J7*       r*       z* 
a*       b^       c* 
uous  aurons 

de  manière  que,  si  l'étendue  de  l'intégrale  çst  limitée^ 
sur  le  plan  xy^  par  le  contour  dç  l'ellipsç 

x*      jr* 

et  si  l'on  désigne  par  Q  Taire  de  la  portion  de  surface 
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située  d'un  coté  du  plau  a^/^  ou  la  moitié  de  l'aire  totale 
de  l'ellipsoïde,  il  viendra 


dydx. 


Admettons,  ce  qui  ne  restreint  point  la  généralité  dé  la 
solution,  que  l'ordre  de  grandeur  des  demi-axes  a^b^c 
soit  exprimé  par 

et  posons 

d'où 

a<i,     p<i,     P<«:  (i) 

nous  aurons 

de  façon  que  le  calcul  de  Q  sera  ramené  à  celui  de  l'in- 
tégrale double 

l'auxiliaire  C  étant  déterminée  par  l'équation 

^~^  I  — $*— 71*        ' 

ou 

Mais  rien  n'empêche  de  considérer  les  nouvelles  va- 
riables Ç,  7),  X,  comme  des  coordonnées  rectangulaires, 
et  alors  l'intégrale  u  pourra  aussi  être  considérée  comme 
exprimant  le  volume  limité  par  le  plan  ^  y],  par  la  surface 

cylindrique 

i'-\--n'  =  u  (3) 
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et  par  Tordonnée  2^  de  la  surface  (2),  prise  positivement. 
Or,  si  Ton  fait  mouvoir  un  plan  parallèlement  au  plan 
^Y),  dans  le  sens  des  ^  positifs,  ce  plan,  en  vertu  des  iné- 
galités (i),  ne  rencontrera  pas  la  surface  (a)  dans  l'in- 
térieur du  cylindre  (3),  tant  qu'on  aura  ^<i.  Quand  ^ 
deviendra  égal  à  Tunité^  le  plan  mobile  touchera  la  sur- 
face en  un  point  situé  sur  l'axe  des  2^,  et  ensuite  il  ha 
coupera  suivant  une  série  d'ellipses  qui  auront  pour 
demi-axes 

ces  demi-axes  devenant  égaux  entre  eux  et  à  l'unité, 
pour  ^=c3o . 

D'api*ès  cela  on  peut  encore  évaluer  le  volume  u  en 
prenant  pour  élément  du  volume  la  différence  infiniment 
petite  de  deux  cylindres  dont  la  hauteur  commune  est  Ç, 
et  dont  les  bases  sur  le  plan  Çy)  sont  deux  ellipses  ayant 
pour  aires  [338] 

w.SH,    7r(SH-f-^^0. 

Donc  on  a 

rf.SH  ^ 


5 

et  par  cette  considération  ingénieuse,  due  à  M.  Cata- 
lan ('),  l'intégrale  double  qui  exprimait  la  valeur  de  u  se 
trouve  transformée  en  intégrale  simple. 
Maintenant  l'intégration  par  parties  donne 

(*)  Voyez  h  Journal  de  mathématiques  de  M.  Liouvîlle,  tom.  IV, 
pag.  323  ,  et  tom.  V,  pag.  11  S. 
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Soir 


9 


sinf 
il  viendra 

/V/a»— p*8in*®.rf9  . ,/*    COS*Çflfip 
:^^ ^^— !^=-COt©l/a*— p-8in*9-B'/-^=0=r  • 
Sin*Ç                             ^              H         Y    ^7  !/«•— p*8În> 

En  faisant  les  substitutions  convenables,  on  trouve  que 
la  valeur  de  l'intégrale  définie  -  se  compose  de  deux 

parties  :  l'une  donnée  par  les  termes  hors  du  signe  /^  et 

qui  est  égale  à  la  différence  des  valeurs  que  prend  la 

fonction 

(a«H-P'cos"ç — i)sin9 

cos  9  V/^iTZ  p»  sin*  9     ' 

quand  on  y  fait  à  la  limite  supérieure  sin  <p=o,  et  à  la 
limite  inférieure  sin  9=a.  Cette  différence  se  réduit  à 

L'autre  partie  est  formée  de  l'intégrale 

^  'J    l/'flt'— P*Mn'9        ^  J   V/a'  — P'ho* 

prise  aussi  entre  les  limites  sin  9=Oj  sin  <p=a,  ou 
9z=o,  <p=(ji,,  en  désignant  par  sin  (jl  la  constante  a,  plus 
petite  que  l'unité.  Renversons  l'ordre  des  limites ,  et 
employons  la  notation  des  fonctions  elliptiques,  en  po- 
sant pour  simplifier 


9 
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celte  partie  de  la  valeur  de  -  s'exprimera  par 
OU  par 


^.[(a-_e^)E(A-,,x)+c^F(*,|x)], 


en  remettant  pour  et  sa  valeur.  En  conséquence  la  sur- 
Ëice  du  demi-ellipsoïde  a  pour  expression 

n=irc«+pi. .  [(a'-«»)E(*,jt)  +c»F(*,tt)]. 

*361.  Proposons-nous  encore  d'évaluer  la  surface 
convexe  d'un  cône  oblique,  à  base  circulaire;  et  à  cet 
effet,  plaçons  le  sommet  du  cône  à  l'origine  des  coor- 
données (Jig*  86)  et  la  base  circulaire  dans  un  plan  pa- 
rallèle à  celui  des  yZj  de  manière  que  le  point  C,  centre 
du  cercle  ^  tombe  dans  le  plan  xj-  :  on  aura ,  pour  les 
é(}uation8  de  la  base  du  cône, 

et  pour  celle  de  la  surface  conique, 

Çv+(7i^— Çj)'— p'^=o.  (4) 

Nous  désignons  par  ^  l'abscisse  OP  ou  la  hauteur  du 
cône,  par  m  l'ordonnée  PC  du  centre  de  la  base,  par  p  le 
rayon  de  la  base  CR^=CR,. 
En  tirant  de  l'équation  (4)  les  valeurs  de  p^^  çr*,  on  a 

Si  nous  posons,  pour  faciliter  l'intégration  [^57], 
J'==oLXj  OL  désignant  une  nouvelle  variable,  nous  aurons 
djrz=:xdaL-\-aLdxj  et  pour  le  cas  où  l'on  fait  varier  j^  en 
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traitant  x  comme  une  constante,  (iy=xday  d'où 

Effectuons  l'intégration  par  rapport  à  x  entre  les  limites 
.r=o,  x=^,  et  doublons  le  résultat,  afin  d'avoir  l'aire 
des  deux  portions  de  la  surface  situées  de  part  et  d'autre 
du  plan  xj^j  il  viendra 

Les  limites  de  l'intégrale  sont 

Y)  -f-p  Yi  — p 

a= — |— ,      a  —  — e— , 
correspondant  à  x=:Ç,  et  à 

^  =  71  +  p,    J-=Y1  — p. 

On  obtiendra  une  expression  plus  simple,  en  posant 

Y)  —  Ça=p  COS9, 

d'où 

et  il  est  facile  de  voir  que  cette  intégrale  rentre  dans  la 
classe  de  celles  qui  peuvent  s'exprimer  par  les  fonctions 
elliptiques. 

En  général,  la  quadrature  des  surfaces  coniques  se 
ramène  au  calcul  d'une  intégrale  simple,  comme  celle 
des  surfaces  de  révolution;  car  l'équation  générale  des 
surfaces  de  la  première  famille,  quand  on  place,  comme 
cela  est  permis,  le  centre  de  la  surface  à  l'origine  des 
coordonnées,  étant  [^49] 


"='/' 


•='+  (î) 


on  a 

dz       .  /r\       r  ..  /r\       dz 


£=+©  -iO-  !»+■©= 
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et  après  qu'on  a  posé,  comme  ci -dessus, 

il  vient 

û  =^ff\/\  +  (i];a  —  oÀffLy  -+-  (+'*)*  •  xdxdd 

=  -5/1/ 1  +  (i|.a  —  af  a)*  +  ( ^a)*  .X^dcL. 
5  3.  Intégrales  triples. 

362.  On  n*est  pas  conduit,  dans  les  questions  de  pure 

géométrie,  a  considérer  des  intégrales  triples^  de  la 

forme 

M  =ffff{x,x.'^dzdydx  ; 

mais,  par  contre,  il  est  évident  que  des  intégrales  de 

cette  nature  doivent  figurer  dans  toutes  les  questions  de 

physique  où  il  n'est  pas  permis  de  faire  abstraction  de 

quelques-unes  des  dimensions  des  corps.  Si,  par  exemple, 

il  s'agit  d'évaluer  le  poids  ou  la  masse  d'un  corps  dont 

la  densité,  variable  d'un  point  à  l'autre,  a  pour  mesure 

fix^y^fZ)  au  point  dont  les  coordonnées  rectangulaires 

sont  Xyjr^z^  ce  poids  ou  cette  masse  seront  mesurés  par 

l'intégrale  M,  dont  les  limites  devront  être  choisies  de 

manière  à  comprendre  précisément  l'espace  occupé  par 

le  corps.  Si  l'on  divise  M  par  le  volume  du  corps,  ou  par 

l'intégrale 

y=/ffdzdydx, 

prise  entre  les  mêmes  limites,  on  obtiendra  la  densité 
moyenne  du  corps,  ou  la  valeur  moyenne  de  la  fonction 
/'dans  l'étendue  de  la  triple  intégration.  Ce  sont  là  au- 
tant de  conséquences  manifestes  de  la  définition  même  de 
la  fonction  y*  [i3o],  et  de  l'hypothèse  de  la  continuité  de 
la  matière,  sur  laquelle  cette  définition  repose.  Nous 
donnerons  par  la  suite  quelques  éclaircissements  sur  l'in- 
terprétation que  cette  théorie  doit  recevoir,  quand  on 
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considère  les  corps  comme  des  systèmes  de  particules 
disjointes. 

Si  la  fonction  y  mesurait  une  température,  le  rapport 

=r-  serait  la  température  moyenne  du  corps,  et  ainsi  de 

suite. 

La  première  intégration  par  rapport  à  z  aura  lieu  entre 
des  limites  qui  sont  des  fonctions  des  deux  auti*es  va- 
riables indépendantes  x^j^  et  qui  représentent  les  or- 
données (perpendiculaires  au  plan  xj)  des  surfaces  ou 
portions  de  surfaces  par  lesquelles  le  corps  est  limité. 
L'étendue  des  deux  intégrations  subséquentes  par  rap- 
port à  a:  et  à  ^  sera  celle  de  l'aire  circonscrite  sur  le 
plan  XJ  par  l'intersection  de  ce  plan  avec  un  cylindre 
tangent  à  la  surface  du  corps  ^  et  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  aux  z. 

L'ordre  des  intégrations  simples  est  indifférent,  quand 
la  fonction  j\x^y^z)  ne  passe  point  par  l'infini  dans 
l'étendue  de  la  triple  intégration  :  autrement  on  tombe 
sur  des  singularités  analogues  à  celles  qui  ont  été  re- 
marquées au  sujet  des  intégrales  doubles. 

363.  Pour  prendre,  dans  l'étendue  de  l'espace  occupé 
par  un  corps,  une  intégrale  définie  triple ,  il  convient 
souvent  de  substituer  au  système  des  coordonnées  rec- 
tangulaires un  système  de  coordonnées  polaires  dont 
remploi  est  d'ailleurs  naturellement  suggéré  par  les  be- 
soins de  l'astronomie  et  de  la  géographie.  Imaginons  uu 
plan  fixe  mené  par  l'origine  des  rayons  vecteurs,  et  ua 
n^on  fixa  tracé  dans  ce  plan  ;  la  position  d'un  point  dans 
'ttiMt  déterminée  lorsqu'on  assigne  i*"  la  longueur 
a  VBCteur;  a*  l'angle  6  que  forme  le  rayon  vec- 
droite    perpendiculaire   au  plan    fixe; 
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3*  l'angle  ^j^  que  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  le 
plan  forme  avec  le  rayon  fixe.  Si  Ton  prend  pour  plan 
fixe  (ou  ^XsLW  JoncUimental ^  comme  quelques-uns  l'ap- 
pellent) celui  des  x/j  et  pour  rayon  fixe  le  demi-axe  des 
X  positifs,  on  passera  des  coordonnées  rectangulaires 
aux  coordonnées  polaires  au  moyen  des  formules 
x=rsinôcos^,    /  =  rsinQsin^|/,     2=:rcos6. 
Dans  le  système  des  coordonnées  géographiques,  l'an- 
gle i(  correspond  à  la  longitude,  et  l'angle  0  est  le  com- 
plément de  la  latitude,  quand  on  suppose  l'origine  des 
rayons  vecteurs  au  centre  du  globe.  Le  rayon  vecteur 
décrit  un  méridien  lorsqu'on  fait  varier  l'angle  6,  l'angle 
^  restant  constant,  et  il  décrit  un  parallèle  lorsque  6 
reste  constant  et  que  l'angle  i{/  varie. 

Concevons  une  surface  sphérique  ayant  pour  centre 
l'origine  O  {Jig»  87)  et  pour  rayon  OR=r,  à  la  surface 
de  laquelle  on  prend  deux  points  infiniment  voisins  /7z,v; 
de  façon  qu'on  passe  du  point  m  au  point  v  en  faisant 
varier  0  de  fi/B  et  ^  de  d\.  Les  points  m^  v  sont  deux  som- 
mets opposés  d'un  quadrilatère  sphérique,  formé  par 
deux  arcs  de  méridiens  infiniment  voisins  m\L^  /2v^  et  par 
deux  arcs  de  parallèles  aussi  infiniment  voisins  mn^  p. 
On  a  m\L=.n>è=rd^j  etmn  (qui  ne  diffère  de  p  que 
par  un  infiniment  petit  du  second  ordre  )  =  mpd"^ 
=rsin  0  d^.  Donc  la  surface  du  quadrilatère  sphérique, 
que  l'on  peut  prendre  pour  un  rectangle  quand  on  né- 
glige les  infiniment  petits  des  ordres  supérieurs  au  se- 
cond ,  a  pour  valeur  r^  sin  ^d^d^.  En  multipliant  cette 
aire  par  dr^  on  a  le  volume  d'un  élément  de  la  pyramide 
Omiiv(4.  Le  volume  entier  du  corps  se  décompose  en 
éléments  ainsi  définis,  et  par  conséquent 

M==^F(r,Ô,il/)r'rf/sin  8^/84, 
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F(r,6,4')  étant  ce  que  devient  la  fonction  f{x^^z)  par  la 

substitution  des  valeurs  de  x^jr^z  eu  r^^^^. 

Le  volume  du  corps,  ou  l'étendue  de   l'intégrale  a 

pour  mesure 

V==^r*rfrsinWa4. 

Si  l'origine  desrayous  vecteurs  est  dans  l'intérieur  du 
corps  ^  et  si  le  corps  est  limité  par  une  surface  convexe 
en  tous  ses  points,  ou  du  moins  par  une  surface  de  forme 
telle  que  chaque  rayon  vecteur  ne  la  rencontre  qu'en 
un  seul  point,  l'équation  de  cette  surface  est  de  la  forme 

r=f(e,  4,), 

la  fonction  f  n'admettant  qu'une  valeur  réelle  et  positive 
pour  chaque  système  de  valeurs  de  ô  et  de  ^.  Dans  ce  cas 

^sinG^/Q^. 


Si  la  surface  enveloppée  avait  une  forme  différente, 
ou  si  l'origine  des  rayons  vecteurs  était  autrement  placée, 
il  faudrait  déterminer  les  limites  des  trois  intégrations 
simples  par  une  discussion  spéciale  pour  chaque  cas,  et 
qui  ne  peut  offrir  d'ailleurs  aucune  difficulté. 

L'intégrale  double 


n 


sinO^j^ij/ 


a  pour  valeur  [\t:  ou  la  surface  de  la  sphère  du  rayon  i, 
comme  cela  doit  être. 

*  364.  Le  calcul  d'une  intégrale  triple  peut  se  sim- 
plifier beaucoup  par  un  choix  convenable  de  variables  ou 
de  coordonnées.  Soient  donc  a,p,y  trois  nouvelles  varia- 
bles liées  à  x^y^  z  en  vertu  des  équations 

a:  =  <p(a,P,Y),     r=4<a,P,y),     z='d(a,p,y), 
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et  posons 

dx  =  9.É?a  4-  ?,^P  -h  93^T.  is) 

dy  =  \M  +  ^'arfp  +  +3rfy,  (A) 

rfs  =x*,d^a+xJ,É?p4-x;^3ûfy.  (/) 

Pour  chasser  d'abord  de  l'intégrale  M  la  différentielle 
dz^  on  remarque  que  cette  différentielle  est  prise  en  sup- 
posant constantes  les  deux  coordonnées  x^j^  et  par 
conséquent  dx=Oj  dj'==o^  ou  bien 

ç,fl&t+ç,rfp  +  <p3rfy=o, 

On  tire  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de  e/a,  e/p,  et 

en  les  substituant  dans  l'équation ,(;'),  on  a 

6 
dz=  — s i 'dy^ 

CD  posant,  pour  abréger, 
£n  conséquence  y  il  vient 

Mais  la  coordonnée  y  doit  être  traitée  comme  une  cons- 
tante dans  les  intégrations  relatives  à  /  et  à  .r,  ce  qui 
réduit  les  équations  (g)  et  i^h)  aux  équations  (e)  et  (/*) 
du  n°  357;  et  l'on  a,  par  ce  qui  a  été  démontré  dans  ce  n% 

donc 

et 

Y=jOfed(xd^dy. 

Le  polynôme  6,  par  la  symétrie  de  sa  composition, 
ne  pourrait  que  changer  de  signe,  si  l'on  opérait  dans  un 
ordre  différent  l'élimination  des  différentielles  <3te,â^,flfe; 
mais  d'ailleurs  le  signe  de  0  est  indifférent,  et  l'on  ne 
(loit  avoir  égard  qu'à  la  valeur  numérique  de  ce  facteur, 
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puisque  l'intégrale  V  mesure  un  volume,  qui  mesure  à 
son  tour  1  étendue  de  l'intégrale  triple  M. 

Si  l'on  prend 

a=r,     P=9,     y==4/, 
^=;rsin6cos^,    j=rsinôsin  •];,     z:=rcosôî 
il  viendra 

<p,  =sin6cos^|^,     9,=rcos6cos4/,     ?3=  —  rsinOsinij^, 
^j;,  ==sinôsin^|^,     ij;,  =  rcos6sin  ^,     ^3  =/'sin8cOs^, 
xJ,=cos6,  xS^==i — rsin6,        %S^==so'^ 

d'où  0  =  r^sin  6,  ainsi  qu'on  l'a  trouvé  directement^  par 
la  construction  géométrique. 

365.  La  théorie  des  intégrales  doubles  et  triples  peut 
sans  difficulté  se  généraliser  et  s'étendre  aux  intégrales 
quadruples,  quintuples,  etc.  On  comprend  que  les  ques- 
tions de  physique  mathématique  doivent  souvent  con- 
duire à  des  intégrales  plus  élevées ,  quant  au  degré  de 
multiplicité ,  que  les  intégrales  triples.  Par  exemple,  si 
l'action  F  du  corps  M  sur  le  corps  M'  est  la  somme  des 
actions  que  chaque  élément  de  M  exerce  sur  chaque  élé- 
ment de  M%  on  a,  en  désignant  p^r  J'(xjj',z\x'^,z!) 
l'intensité  de  l'action  qu'exerce  l'élément  m  du  corps  M, 
dont  les  coordonnées  sont  .a?,^,  z,  sur  l'élément  m'  du 
corps  M',  dont  les  coordonnées  sont  x\y,z\ 

F  ====Mj!/'fi^yXy^l^'yy^')^dxd^da:'dydz'; 
c'est-à-dire  que  la  valeur  de  F  dépend  essentiellement 
d'une  intégrale  sextuple,  laquelle  peut  néanmoins,  dans 
certains  cas,  par  un  choix  convenable  de  coordonnées, 
être  ramenée  à  dépendre  d'intégrales  d'un  degré  de 
multiplicité  moins  élevé. 


fcw>»om<»«»i>^«<»<«^<«w<»^»«%«<%^»%»<%»»»»%»^»»»«/»%%^/»^%<^»^%^^^%«»nh^*»*» 
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TH&)RI£  DE  Là  VARIATION  DES  INTlÉGR  ALES.  PRIN- 
CIPES DE  LA  METHODE  DI^SIGNjSe  PLtJS  PARTICULIÈRE- 
MENT  SOUS  LE  NOM  DE  CALCUL  DBS  VARIATIONS. 


§  i^  .  De  la  variation  des  intëgrales. 

366.  Une  intégrale  définie  ^  telle  que 

f{x,9)dx. 


X 


varie  avec  la  valeur  attribuée  au  paramètre  a  dans  la 
fonction  Jlx^a).  C'est  une  nouvelle  fonction  de  a ,  d'où 
la  variable  x  a  disparu ,  et  que  nous  pouvons  indiquer 
par  Fa.  Admettons  maintenant  que  a  reçoive  l'incré- 
ment infiniment  petit  da  :  on  aura 

Fa-^//.Fa=^  V(^»«) -♦- ^^^^^^  ^]^> 

J  a  uOL 

OU 

ou  bien  enfin ,  à  cause  que  le  facteur  chi  ne  varie  point 
avec  X  j 

doL  J  a  dcL 

et  en  remettant  pour  Fa  sa  valeur , 

da  Ja        doL  * 

ce  qui  montre  que  l'on  peut  faire  passer  sous  le  signe  / 
le  signe  de  différentiation  placé  en  dehors  j  et  réciproqûe- 

T.  II.  8 
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ment  ;  au  moins  lorsque  les  limites  de  Tintégration  sont 
indépendantes  du  paramètre  variable. 
Si  Ton  avait  au  contraire 

il  viendrait,  dans  le  cas  où  l'intégrale  pourlrait  être  trai- 
tée comme  une  somme  d'éléments  différentiels, 

J  a-\'da  dOL 

d'où  l'on  tire  ^  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  se- 
cond ordre ,  et  en  mettant  pour  Uj  b^  da^  db^  leurs 
valeurs , 

J  t^%  av. 

et  par  suite 

"^7   «  -^^^^^— y(?a>a).9'a-|-/(^|;a,a).fa. 

Ce  calcul  suppose  que  la  fonction  J{x^ai)  ne  devient 
point  infinie  entre  les  limites  de  l'intégrale  :  les  résultats 
en  seront  rendus  plus  sensibles  par  une  construction  gra- 
phique. Soit  MN  (Jig,  88)  la  courbe  qui  a  pour  abscisse  x 
et  pour  ordonnéey(j;,a),  de  manière  que  l'intégrale  définie 
Fa  mesure  l'aire  comprise  entre  la  courbe  MN ,  l'axe  des 
abscisses  et  les  ordonnées  MP,NQ  qui  correspondent 
respectivement  aux  abscisses  OP=a,  OQ=:é.  Par  la 
variation  de  l'ordonnée  courante  (les  abscisses  des  points 
extrêmes  ne  changeant  pas),  la  courbe  se  transporte  en 
IM'KN\  et  l'aire  augmente  du  quadrilatère  curviligne 
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MNKI.  Par  la  variation  des  limites  a^  b  qui  deviennent 
a-|-d!a=OP',  A-|-é/i=:OQ'  (l'ordonnée  courante  ne 
changeant  pas) y  Taire  augmente  du  quadrilatère  NQQ'K' 
et  diminue  du  quadrilatère  MPPT.  Ces  trois  quadrila- 
tères 9  traités  comme  des  quantités  infiniment  petites  du 
premier  ordre  j  ont  respectivement  pour  mesure 

les  quadrilatères  MIMl' ,  NRN'R'  ont  pour  mesure  les 
termes  infiniment  petits  du  second  ordre 

dùL  aoL 

que  l'on  néglige  dans  le  calcul  de  la  variation  totale  de 
Taire  Fa  y  lorsqu'on  fait  varier  simultanément  l'ordonnée 
courante  /(^,a)  et  les  limites  a,  b. 
.  367.  Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  limites 
a,  b  soient  indépendantes  de  a.  On  peut  demander 
([uelle  est  la  valeur  numérique  du  paramètre  a,  qui 

rend  un  maximum  ou  un  minimum  l'intégrale  définie 

rh 
Fa  =  /    y (x,a)  dx. 

Si  la  fonction  Fa  pouvait  être  exprimée  algébriquement, 
on  satisferait  à  la  question  en  prenant  pour  a  la  racine  de 
l'équation  F'a=o;  et  comme  on  a  aussi,  d'après  ce  qui 
précède, 

J  a         da. 

il  suffira  que  l'intégrale,  formant  le  second  membre  de 
cette  dernière  équation,  puisse  s'obtenir  algébriquement, 
pour  que  le  problème  dont  il  s'agit  soit  résoluble  par  la 
méthode  ordinaire  des  mxixima  et  minimxi.  Dans  l'hy- 
pothèse contraire,  et  sauf  quelques  cas  où  les  conditions 

8. 
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de  maximum  ou  de  minùnum  se  déduisent  immédiate- 
ment de  la  forme  de  rintégraie,  il  faudra  construire  par 
points  y  au  moyen  de  quadratures  numériques,  la  courbe 
dont  l'ordonnée  est  Foc,  l'abscisse  étant  a  :  on  détermi- 
nera ensuite  graphiquement  les  maximu  et  miidma  de 
cette  ordonnée. 

368.  Admettons  maintenant  que  a  désigne,  non  plus 
un  nombre  constant  dans  toute  l'étendue  de  l'intégra- 
tion relative  à  .r,  mais  une  quantité  qui  varie  avec  j;; 
et  pour  mieux  indiquer  cette  circonstance,  substituons 
à  la  lettre  a  la  lettre^,  par  laquelle  on  a  coutume  de 
désigner  une  fonction  de  x.  On  peut  demander  quelle 
doit  être  la  valeur  de^  en  fonction  de  x^  qui  rend  un 
maximum  ou  un  minimum  l'intégrale  définie 

b 
f{x,x)dx',  (i) 


X 


et  même  il  arrive  que  ce  problème,  très-distinct  du  pré- 
cédent, se  résout  sans  intégration  préalable.  £n  effet ,  il 
est  clair  que  si  l'on  détermine  la  valeur  de^  en  x  par 
l'équation 

chacun  des  éléments  de  l'intégrale  obtiendra  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  valeur  dont  il  est  susceptible  ; 
en  sorte  que  l'intégrale  même,  formée  par  la  somme 
de  ces  éléments,  obtiendra  sa  valeur  mxiximum  ou  mim^ 
mum.  Toutefois,  ce  raisonnement  suppose  i^  que  l'on 
peut  considérer  l'intégrale  comme  une  somme  d'élé- 
ments, en  sorte  que  la  fonction  /[x^)  ne  devient  point 
infinie  dans  l'étendue  de  l'intégration  ;  2^  que  la  valeur 
de^  en  x  tirée  de  Téquation  (2)  rendy(^^)  constam- 
ment un  maximum  ou  constamment  un  minimum  dans 
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toute  l'étendue  de  l'intégration.  Le  problème  changerait 
de  nature  si  ces  conditions  n'étaient  pas  satisfaites. 

S  a.  Principes  de  la  méthode  connue  sous  le  nom  de  Calcul 

des  variations. 

369.  Ceci  nous  mène  à  examiner  un  cas  plus  général 
et  susceptible  d'applications  beaucoup  plus  importantes  : 
celui  où  la  fonction  sous  le  signe  y  contient  non-seule- 
ment^, mais  ses  dérivées ^,^",  etc.,  et  où  il  s'agit 
d'assigner  la  valeur  de^  en  jt,  qui  rend  l'intégrale  pro- 
posée un  maximum  ou  un  minimum.  Il  est  clair  qu'on 
ne  peut  assigner  la  fonction /=<p^  dans  l'étendue  de 
l'intégrale,  sans  déterminer  par  cela  même  les  fonctions 
dérivées  <p'x,  ^"x,  etc.,  ni  faire  varier  cette  fonction 
sans  que  toutes  les  dérivées  éprouvent  des  variations  cor- 
respondantes. La  variation  de  l'intégrale  est  donc  dé- 
terminée iniplicitement  par  la  seule  variation  de  la  fonc- 
tion ^  ;  et  toute  la  difficulté  du  problème  consiste  à 
mettre  en  évidence,  à  rendre  explicites  les  liaisons  de  la 
variation  de^  aux  variations  subordonnées  de  ses  dé- 
rivées. Telle  est  la  question  dont  Lagrange  a  donné  la 
solution  la  plus  élégante  en  employant  un  algorithme 
particulier,  que  l'on  nomme  le  Calcul  des  variations^ 
et  qui  n'est  au  fond  qu'une  modification  heureuse  de 
l'algorithme  différentiel ,  dans  son  application  à  la  va-» 
riation  des  intégrales ,  où  une  fonction  inconnue  se  trouve 
mêlée  sous  le  signe  /*avec  ses  dérivées. 

370.  On  est  sans  cesse  conduit ,  dans  l'analyse ,  à  con- 
sidérer des  fonctions  sujettes  à  éprouver  des  variations 
distinctes  et  indépendantes  lef  unes  des  autres  :  toutes 
les  fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes  se 
trouvent  dans  ce  cas  ;  mais  rien  n'est  plus  propre  que  la 
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considération  des  mouvements  d'un  système  matérid  à 
faire  nettement  concevoir  la  coexistence  de  plusieurs 
modes  distincts  de  variabilité. 

Imaginons  un  fil  flexible,  non  tendu,  fixé  par  les 
deux  bouts,  et  qui  se  déplace  en  se  déformant  ;  et  ad- 
mettons seulement,  pour  plus  de  simplicité,  que  la 
courbe  tracée  par  le  fil  reste  toujours  comprise  clans  le 
même  plan.  Les  coordonnées  XjjrAe  chaque  point  du 
fil ,  rapportées  à  des  axes  fixes  dans  le  plan,  la  direction 
de  la  tangente  en  ce  point,  la  grandeur  et  là  direction 
du  rayon  de  courbure,  varieront  par  suite  de  la  défor- 
mation du  fil  ;  et  il  ne  faudra  pas  confondre  ces  varia- 
tions avec  celles  qu'engendre  le  passage  d'un  point  du  fil 
à  un  autre  point  matériel  infiniment  voisin. 

En  général,  il  est  utile,  pour  prévenir  toute  ambi- 
guïté ,  d'indiquer  par  des  caractéristiques  différentes 
les  variations  qui  se  rapportent  à  des  modes  de  variabi- 
lité distincts.  Ainsi  l'on  pourrait  désigner  par  dgZ^  dji 
[il 8]  les  différentielles  prises  par  rapport  à  ^  et  par 
rapport  à  j  d'une  fonction  z  des  deux  variables  indé- 
pendantes ^,  ^;  et  si  l'on  est  dans  l'usage  de  supprimer 
les  indices  des  différentielles  dz ,  c'est  à  cause  des  déno- 
minateurs dx^  dy  qui  les  accompagnent  presque  cons- 
tamment, et  qui  lèvent  l'ambiguïté  comme  les  indices 
pourraient  le  faire. 

Dans  la  question  présente,  où  il  s'agit  uniquement 
d'éliminer  de  l'expression  de  la  variation  d'une  inté- 
grale les  variations  subordonnées,  telles  que  celles  de 

—  ou  de  dy ,  pour  ne  conserver  que  les  variations  qui 

restent  indépendantes  et  arbitraires ,  comme  celle  de^, 
nous  considérons  cette  variation  de  y  d'une  manière 
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absolument  générale,  et  non  par  rapport  à  une  variable 
déterminée,  autre  que  Xj  dont^  dépendrait.  Dès  lors 
ce  n'est  ni  par  des  indices  ni  par  des  dénominateurs  que 
l'on  peut  distinguer  la  différentielle  djr^  provenant  du 
changement  d'abscisse,  de  l'autre  variation  de^,  pro- 
venant du  changement  de  forme  attribué  à  la  fonction 
/=:^;  bien  qu'on  reste  libre  de  concevoir  que  ce  chan- 
gement de  forme  est  dû  à  la  variation  d'un  paramètre 
^elconque  contenu  dans  la  fonction  f^.  On  est  convenu 
en  conséquence  de  désigner  par  la  caractéristique  ^  les 
variations  infiniment  petites  dues  au  changement  de 
forme  de  la  fonction,  et  on  les  appelle  spécialement  2;a- 
riations'y  en  continuant  d'appeler  différentielles  les  va- 
riations exprimées  par  le  signe  d^  qui  proviennent  du 
changement  d'abscisses  ou  du  passage  d'un  élément  du 
système  matériel  à  l'élément  contigu. 

371.  Supposons  donc  que,  par  suite  de  la  variation 
dont  4  est  la  caractéristique,  la  courbe  MN  {fig^  88), 
qui  a  pour  ordonnée jr,  se  trouve  transportée  en  M'N'  : 
les  points  m\m\  de  la  seconde  courbe  correspondant 
aux  points  m^m^  de  la  première,  et  ceux-ci  aux  abscisses 

x^  X'\-dx.  On  aura 

mp=jry     m^p^=X  +  djr,     m' p' t=jr -^  ^y^ 
rri^p\  =  mjf^  -h  J .  m^p^  =  rdp  +  d.nip\ 

ou  bien 

r+*  +  *(r+rfr)=7-i-5/+<r4-$r), 

et  par  conséquent 

Uy^dly.  (3) 

Donc  on  aura  aussi 

^d^y=.dUy—d^ly, 
et  en  général 

relation  d'après  laquelle  on  peut  toujours  transporter  la 
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caractéristique  è  après  la  caractéristique  d.  On  voit  au 
reste  que  cette  relation  subsisterait,  lors  même  que  les 
caractéristiques  d,  8  n'indiqueraient  pas  des  variations 
infiniment  petites;  ou  plutôt  qu'elle  ne  subsiste  à  cette 
limite  que  parce  qu'elle  a  lieu  pour  des  variations  finies 
quelconques.  D'ailleurs  la  formule  (3)  que  l'on  peut  rem- 
placer par 

8dzr=d8zy 

équivaut, d'après  les  explications  que  l'on  vient  de  donner, 

à  la  formule 

dgdyZs=idjdjtZ^ 

démontrée  au  n*  1 23. 

Le  raisonnement  du  n""  366,  qui  établit  la  possibilité 
d'intervertir  l'ordre  des  signes^  d,  s'applique  également 
à  l'interversion  des  signes y^  8  :  on  aura  donc 

C'est  dans  cette  transposition  des  signes  que  consiste  la 
première  règle  fondamentale  de  la  méthode  des  varia- 
tions. 

372.  Cela  posé,  s'il  s'agit  de  trouver  la  variation  d'une 
intégrale  définie 

^'^ydx,  (V) 

(dans  laquelle  Vest  une  fonction  de  x,  /,^,/",  etc.,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  une  fonction  de  x^^dj^d^j-^eXc.)^ 
et  si  le  développement  de  la  variation  donne  un  terme 
de  la  forme 

on  changera  d'abord  cette  expression  en 


J. 


I: 


/:. 
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On  aura  ensuite  en  intégrant  par  parties ,  et  en  dési- 
gnant, pour  simplifier,  par 

la  valeur  d'une  fonction  U  à  la  limite  supérieure  de  l'in- 
tégrale, nloins  sa  valeur  à  la  limite  inférieure, 

On  trouverait  de  même,  en  effectuant  successivement 
deux  intégrations  par  parties, 

et  ainsi  de  suite;  de  manière  qu'il  ne  restera  sous  le 

signe  y  que  des  termes  multipliés  par  la  variation  ^jr: 

les  variations  ^dy^  ^d^Jj  etc.,  en  ayant  été  chassées  ainsi 

qu'on  l'avait  en  vue  [369].  Ces  réductions  constituent 

la  seconde  règle  fondamentale  du  calcul  des  variations* 

373.  On  obtiendra  de  la  manière  la  plus  générale  la 

variation  de  l'intégrale  définie  (V),  si  l'on  fait  varier  à  la 

fois,  non-seu\ement  la  fonction jr  et  ses  différentielles  dj^ 

d^jr^  etc. ,  mais  encore  la  variable  x  et  sa  différentielle 

dx  :  ce  qui  revient  à  supposer  que  chaque  point  du  fil 

flexible  pris  pour  exemple  [370]  se  déplace  ou  peut  se 

déplacer  d'une  manière  quelconque  dans  le  sens  des  abs- 

cisises  x^  comme  dans  celui  des  ordonnées  y.  Ceci  con- 

venu^  soit 

dS^lLdx  +  Yrfr  +  Y<' Wr'  +  Y<»W7''  +  Y(3)rfy"  -h  etc., 
X,Y,Y<">,Y<*),Y^^>,  etc.,   désignant   des  fonctions   de 
x, /,y,y',^"',  eh;.,  que  l'on  trouve  par  la  différen- 
tiation  dès  que   la  fonction  Y  est   donnée  :  on   aura 
aussi 


122  LIVRE  V.   CHiLPITRE  VII. 

îV=X*ar  +  Yî/ + YCOJj.'  +  Y(-)èf  +  Y(^)^"  +  etc., 
et  d'après  ce  qui  vient  d'être  expliqué, 

Les  valeurs  de  <i  V  et  de  5V  donnent 

dtrjV— rfVîar= Y(dar;ïr—  rf/J^)  +  Y^%d±^y  —dfix) 
Y(»)[éirÎ7" — rfr  "^or)  +  Y(3)(éteîy  " — rfyîar)  4-  etc. 


On  a  d'autre  part 

Donc,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 
la  substitution  donnera 


t/. 


"  [Y«irS«+Y(OrfJa+ Y('W.  ^  +  Y  t'^^.  ^ + etc.]. 

o 

On  intégrera  par  parties,  suivant  la  règle  du  n"  précé-' 
dent,  autant  de  fois  qu'il  sera  nécessaire  pour  faire  dis- 
paraître sous  le  signe  /'toutes  les  caractéristiques  d  qui 
affectent  la  variation  8u,  Remettant  ensuite  pour  8u  sa 
valeur,  et  faisant  toujours  suivre  la  caractéristique  d  de 
la  caractéristique  ^,  on  obtiendra  la  formule  suivante 
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+(Y(*^-^^+etc.)(V-:r'«^)+etc.]J  J(A) 

Il  faut  remarquer  que  les  dérivées        ^.   sont  prises  en 

considérant  les  fonctions  j^^'^",  etc.,  qui  peuvent  en- 
trer dans  Y^"^,  comme  des  fonctions  implicites  de  a:;  de 
sorte  que  ces  dérivc^es  ne  seraient  par  nulles,  même  quand 
la  variable  a;  n'entrerait  pas  explicitement  dans  Y^''^ 

Si  maintenant  on  veut  que  l'intégrale  (V)  soit  un 
maximum  ou  un  minimum^  il  faut  que  sa  variation  s'é- 
?anouisse,  quels  que  soient  les  incréments  que  nous 
désignons  par  8a;^  ^,  incréments  arbitrairement  varia- 
bles avec  X  dans  l'étendue  de  l'intégrale.  Il  faut  par  con- 
séquent que  chaque  élément  de  l'intégrale  qui  reste  au 
second  membre  de  (A)  s'évanouisse  séparément,  et  qu'on 

ait  pour  cela 

^     rfY(0      rf*Y(*)      rf^YC^) 

Quand  le  premier  membre  de  l'équation  se  réduira  à 

une  constante,  ou  à  une  fonction  de  la  seule  variable  x, 

die  ne  pourra  servir  à  déterminer  une  fonction  jr:=Kfx, 

qui  satisfasse  à  la  condition  de  maximum  ou  de  minimum^ 

et  le  problème  sera  impossible.  £n  général,  l'équation 

pourra  contenir  Xjj',y,....j^^*\  si  /^"^  est  la  plus  haute 

dérivée  qui  entre  dans  Y  ;  car  alors  le  premier  membre 

rf"Y(") 
de  l'équation  (a)  aura  pour  dernier  terme  ±       .    ;  et 

si  Y^"^  contient  ^"^,  la  formation  de  ce  terme  amènera  la 
dérivée ^*"^,  à  cause  que  j^"\  ainsi  qu'on  vient  de  Texpli-» 
quer ,  doit  être  traité  comme  une  fonction  implicite  de  x. 


1 
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374.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  remarquer 
que,  si  ïon  ne  soumettait  pas  j;  à  la  variation  exprimée 
par  &,  ou  si  l'on  posait  ^.r=odans  la  formule  (A),  la 
condition  pour  que  la  quantité  sous  le  signe /s'évanouît, 
clément  par  élément,  conduirait  à  la  même  équation  (a)  : 
il  n'y  aurait  de  changé  que  la  forme  des  termes  qui  se 
rapportent  aux  limites  de  l'intégration ,  et  les  équations 
qu'on  en  déduit  en  égalant  ces  termes  à  zéro,  pour,  que 
la  variation  totale  de  l'intégrale  s'évanouisse.  Ce  résultat 
s'explique  et  se  démontre  directement  par  des  considé- 
rations géométriques.  Soit  en  effet  MN  {fig.  88)  la 
courbe  ^i=<pj;,  et  M'N'  ce  que  devient  cette  courbe  par 
la  variation  de  /  et  de  x.  Ou  peut  indifféremment  sup- 
poser qu'à  un  point  quelconque  m  de  la  première 
courbe,  compris  entre  les  points  extrêmes,  correspond 
sur  la  courbe  variée  un  point  m^  dont  l'abscisse  et  l'or- 
donnée diffèrent  respectivement  de  l'abscisse  et  de  l'or- 
donnée de  772,  ou  un  point  ^k  qui  a  la  même  abscisse  que 
nij  l'ordonnée  seule  ayant  varié.  Mais,  si  les  points 
extrêmes  M,N  n'ont  pas  les  mêmes  abscisses  que  les 
points  extrêmes  M',N',  il  faut  bien  admettre  qu'aux  li- 
mites les  abscisses  et  les  ordonnées  ont  varié  à  la  fois.  Il 
faut  donc  avoir  égard  à  cette  variabilité  des  abscisses, 
dans  les  équations  aux  limites,  lorsque,  par  la  nature  de 
la  question,  les  abscisses  des  points  extrêmes  ne  sont  pas 
invariables;  et  puisqu'il  n'importe  d'y  avoir  ou  non 
égard  entre  les  limites,  l'équation  qui  définit  le  tracé  de 
la  courbe  entre  les  limites  doit  rester  la  même. 

Si  l'on  attribue  une  variation  à  l'abscisse  Jc,  la  varia- 
tion ^,  au  lieu  d'être  égale  à  (jl/? — mp^  comme  lorsque 
l'abscisse  est  invariable,  sera  m'/?' — mp.  On  a 

(jyi  =  m'p'  —  /w'v  =  m'p'  —  in , 
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du  moins  en  supposant  m'i'=\Lm^  ce  qui  revient  à  né- 
gliger l'infiniment  petit  du  second  ordre  dtij  :  donc 

et  par  conséquent  il  faudra,  pour  avoir  égard  à  la  varia- 
tion de  Xy  remplacer  ^j  par  ^j-^y^x^  dans  les  formules 
construites  pour  l'hypothèse  de  l'invariabilité  de  x.  Par 
la  même  raison  il  faudra  remplacer  ^j/  par  ^y — y^Xj 
et  ainsi  de  suite. 

375.  On  obtient  la  relation  cherchée  ^=  ?j;,  qui 
satisfait  à  la  condition  du  maximum  ou  du  minimum^ 
en  i/i^^/%z/2^  l'équation  (a),  c'est-à-dire  [164]  en  remon- 
tant de  cette  équation  entre  x^  ^i  J^v•••^**^  ^  l'équation 
en  j::^,  dont  elle  dérive,  et  qui  est  de  la  forme 

^{x^jr^  a,,  fl,,. .  .a«)  =  o,  (a) 

^t9^a9»***^aii  désignant  in  constantes  ou  paramètres  arbi- 
traires. Nous  traiterons  plus  tard  de  l'intégration  des 
équations  différentielles  :  il  suffit,  quant  à  présent,  d'in- 
diquer comment  les  constantes  arbitraires  que  l'inté- 
gration doit  amener,  se  déterminent  d'après  les  données 
de  la  question. 

Lorsqu'on  égale  à  zéro  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (A),  après  avoir  supprimé  le  terme  affecté  du  signe 
/,  qui  disparaît  en  vertu  de  l'équation  (a),  il  reste 

[Vi;,+ (Y(0_  ^  4-  ^  -  etc.)  {hy-yU) 

+  (YW  _  î^  +  etc.)  {ly  -fhx)  +  etc.]  \  =o.  {h) 
On  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 

-  (S.Jar, + T.$r,  +  ï,w  jy^  -J-...+ r„(-.)î^.(-.))=o,  (p) 

etrdésignant  par 

a    Y    Y  (•)      Y  («-»)•  (c  \ 
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des  fonclioDS  connues  des  valeurs  initiales  jrovT^ev^^?  etc., 

et  par 

H.,  Y.,  Yx('),.-.Y,(-^),  (0 

des  fonctions  composées  respectivement  de  la  même  ma- 
nière avec  les  valeurs  finales  x^^y^^y'^^  etc.  Cela  pose,  si 
les  valeurs  des  quantités  extrêmes 

sont  des  constantes  fournies  immédiatement  par  les  don- 
nées de  la  question,  leurs  variations 

5^0,*^.;    ^r.,h.\    â)^'o,  3>^i;  etc.  (e) 

sont  nulles  :  Téquation  (p)  se  trouve  satisfaite  d'elle- 
même  ;  et  l'on  a ,  pour  déterminer  les  constantes  arbi- 
traires qui  entrent  dans  l'intégrale  (a),  des  équations  en 
même  nombre  que  ces  constantes,  et  de  la  forme 

^'(^•>  7.  »/.,«.  >   a^y. .  .fl,„)=0, 

^'(^1)  7, ?/.>«!»  «a,.  ••«.»)=<>;  etc.  : 
ia  fonction  ^'  étant  donnée  par  la  différentiation  immé- 
diate de  la  fonction  <^,  et  ainsi  de  suite. 

Si  l'oii  ne  donne  aucune  des  valeurs  des  quantités  (d), 
leurs  variations  sont  indéterminées  et  indépendantes. 
On  ne  peut  donc  satisfaire  à  l'équation  (p)  qu'en  éga- 
lant séparément  à  zéro  chacun  des  facteurs  (Co),(Cx);  et 
les  équations  ainsi  obtenues  tiennent  lieu  de  celles  qui 
donneraient  directement  les  valeurs  des  quantités  (d); 
en  sorte  qu'on  a  toujours  des  conditions  en  nombre  suf- 
fisant pour  déterminer  les  constantes  arbitraires  qui  en- 
trent dans  l'intégrale  (a). 

Enfin,  si  l'on  a,  entre  les  quantités  (fiQ,  un  certain 
nombre  d'équations  de  condition /,'= 0,^1=0,  etc.,  on 
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en  déduira  [i54]  des  relations  entre  les  variations  (e)j 
exprimées  par 

â/;  =  o,     ^/.=o,  etc.  (/) 

On  éliminera  de  l'équation  (p),  au  moyen  des  équations 
(/),  autant  de  variations  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre 
des  équations  (/*);  puis  on  égaiera  séparément  à  zéro 
les  multiplicateurs  des  variations  non  éliminées  et  de- 
meurées arbitraires,  ce  qui  fera  rentrer  ce  cas  dans  ceux 
qu'on  a  considérés  d'abord. 

376.  Il  convient  de  remarquer  aussi  que  la  fonction 
y  pourrait  contenir  une  ou  plusieurs  des  valeurs  ex- 
trêmes (<i)  qui  figurent  essentiellement  dans  l'équation 
(P).  On  doit  alors,  en  prenant  la  variation  ^Y,  faire  va- 
rier les  quantités  dont  il  s'agit,  à  moins  que  leurs  valeurs 
ne  soient  constantes  par  les  données  de  la  question.  Si , 

par  exemple,  V  renfermait  Xo^  et  qu'on  eut-— =  Ô,  la 

variation  de  Y,  par  rapport  à  cette  quantité,  serait  ^^x^; 
et,  en  désignant  par  9  la  fonction  J^dx^  on  aurait  dans 
l'équation  (A),  et  par  suite  dans  l'équation  (p),  un  nou- 
veau terme 

mais  l'équation  (a)  n'en  serait  pas  changée. 

377.  Admettons  maintenant  que  la  fonction  Y  con- 
tienne deux  fonctions  /,z  de  la  variable  Xy  et  leurs  déri- 
vées^', z'^y^  z"\  etc.,  comme  cela  se  présente  dans  les 
problèmes  relatif  aux  lignes  à  double  courbure  :  on 
posera 

dV=lidx  +  Yrfr + YCOrfj' + YC^Wj"  +  Y('W'  +  etc. 
+  Zdz+  Z(')«/z'  +  ZC'Wz"  +  Zmz'"  -f.  etc.^ 

et  sans  qu'il  soit  besoin  de  répéter  les  calculs  qui  ont 
donné  la  formule  (A),  nous  pourrons  écrire 
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i/:: 


Ydx^[\8xy, 


+  [(Y(')-^Vetc.)(3y-yj:r)+(Y(')-^+etc.)($r'-:r'*^)+et«-l 

+  [(Z(0_^Vetc.)(*2-z'&^)+(ZC')-^ +etc.)(*8'-z'«x)+etcl 
r^.p^      rfYW      <;•¥(>)      «i^ZW  _^  .   ^^ 

+A  tZ— ^  +  ^.— ^r-+etc.](Jz-»'*x)*^. 

Cette  formule  conduit  d'abord  aux  deux  équations 

qui  sont  en  général  des  équations  différentielles  simul- 
tanées [lôS],  dont  l'intégration  se  ramène,  comme  on  l'a 
vu,  à  celle  d'une  équation  ordinaire  à  deux  variables.  Sup- 
posons  que  cette  intégration  soit  effectuée,  et  qu'on  ait 
trouvé  les  valeurs  àej-jZ  en  x,  qui  satisfont.de  la  manière 
la  plus  générale,  par  la  présence  d'un  nombre  convenable 
de  constantes  arbitraires,  aux  équations  précédentes  :  il 
restera  à  fixer  les  valeurs  de  ces  constantes  arbitraires, 
au  moyen  des  conditions  relatives  aux  limites  de  l'inté- 
grale. Il  n'est  pas  nécessaire  d'insister  davantage  ici  sur 
cette  extension  des  calculs  indiqués  plus  haut  [SyS]. 

378.  Les  variables  x^^z  peuvent  être  liées  par  une 
équation 

F(ar,7,  z)  =  o,  (gr) 

comme  dans  les  problèmes  où  il  s'agit  de  lignes  assujet- 
ties à  se  trouver  sur  une  surface  donnée  :  il  en  ré- 
sulte 
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dF^        dF  ^        (IF  ^ 

€Lx  ay  az 

Au  moyen  de  cette  équation,  on  chassera  8z  de  la  formule 
(B);  et  en  prenant  la  partie  sous  le  signe  /^  si  Ton  égale 
à  zéro,  après  la  substitution,  le  coefficient  de  ^  ou 
celui  de  8x  indifféremment,  on  aura  l'équation  diffé- 
rentielle 

doù  Ton  pourra  chasser  z  au  moyen  de  Téquation  (g). 

379.  SI  le  nombre  des  variables  et  des  équations  de 
condition  était  plus  considérable,  on  rendrait  le  calcul 
d'élimination  plus  élégant  en  employant  la  méthode  des 
multiplicateurs  []54];  mais  l'emploi  de  cette  méthode 
mérite  surtout  d'être  remarqué,  lorsque  les  équations  de 
condition  renferment  non-seulement  les  variables  .r,j^,z,... 
mais  encore  leurs  dérivées ^',jr'V-  2',s",.»-  ®tc.:  il  s'agit 
alors  de  ramener  les  variations  des  fonctions  dérivées  à 
ne  dépendre  que  des  variations  des  fonctions  pri- 
mitives. 

Soit  donc 

F(^xr>/j7">  •  •  •  ^j^\^'\ . . .  )  =  o >  W 

une  telle  équation  :  on  aura  5F=o,  et  aussi  X^Fi=:o, 
\  désignant  un  multiplicateur  indéterminé;  et  puisque 
cette  équation  doit  subsister  pour  toutes  les  valeurs  de 
ir^,2,....  comprises  entre  les  limites  de  l'intégration, 
on  aura  encore 


X<JF<ir=o;  (i) 

mais  alors  X  désigne  un  facteur  susceptible  de  varier 
d'une  abscisse  à  l'autre,  ou  une  fonction  inconnue  de  .r. 
L'équation  [î)  est  la  somme  d'une  infinité  d'équations 

T.   II.  9 
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'k8FcLjc=0f  pour  chacune  desquelles  les  variables  x,/,z,... 
et  le  coefficient  X  auraient  en  général  des  valeurs  diffé- 
rentes. 

Ainsi  les  valeurs  àej-^z^ en  fonction  de  x  qui  ren- 
dront nulle 

annuleront  aussi 


r 


Suivant  les  règles  de  l'élimination  par  la  méthode  des 
multiplicateurs ,  on  doit ,  après  l'introduction  de  l'in- 
déterminée X,  traiter  ^,;5  comme  des  fonctions  de  x^ 
indépendantes  l'une  de  l'autre;  à,e  sorte  que«  si  l'on  pose 

dF  =  xdx  +  Y^/+ y('W/  +  yC^W/"  h-  etc. 
+  xdz+  z(')dz'  +  z(*)rfz''  +  etc., 

et  qu'on  égale  séparément  à  zéro  les  facteurs  de  fyjlz 
sous  le  signe  y^  après  qu'on  aura  appliqué  à  l'intégrale 
(k)  la  méthode  ordinaire  des  variations,  il  viendra 

Y — 7 1 — nr-r -etc+XY -j h  -    ,  ,— -etc.: 

eue  dx^  dx  dx^  .  - 

Z — -j h  -r-^ — etc.-|->z -j h  —7^ etc. 

dx         dx^  dx  dx 

Les  trois  équations  (Ji)  et  (/),  étant  intégrées  simultané- 
ment, donneront  les  valeurs  de  \f^z  en  fonction  de  x  et 
des  constantes  arbitraires  ;  et  par  l'élimination  de  \  on 
pourra  obtenir  séparément  les  valeurs  de^,z  en  fonc- 
tion de  X  et  des  constantes  venues  à  la  suite  de  l'inté- 
gration. Les  équations  aux  limites,  étant  traitées  d'une 
manière  analogue,  détermineront  les  valeurs  initiales  el 
finales  des  fonctions  X,jr,z,  et  de  leurs  dérivées,  et  pai 
suite  les  constantes  arbitraires  amenées  par  l'intégration. 
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C'est  principalement  dans  les  applications  du  calcul  de 
la  variation  des  intégrales  aux  problèmes  de  mécanique 
où  Ton  considère  les  corps  comme  des  masses  continues, 
que  cette  théorie  des  multiplicateurs  variables  reçoit  des 
applications  importantes  pour  lesquelles  on  doit  surtout 
consulter  la  Mécanique  analjrtique  de  Lagrangc.  Dans 
les  problèmes  de  cette  nature,  la  fonction  X  n'est  plus 
seulement  une  variable  auxiliaire  introduite  pour  la 
commodité  du  calcul  :  elle  désigne  une  grandeur  con- 
crète, dont  il  est  indispensable  d'assigner  la  valeur  pour 
la  complète  solution  du  problème. 

380.  Ceci  nous  mène  à  exposer  la  théorie  des  maxima 
et  minima  relatifs.  On  dit  qu'on  cherche  un  niaximum 
ou  un  minimum  relatif,  lorsqu'il  s'agit  de  déterminer  la 

fonction  ^==<p  or  qui  rend  l'intégrale  /    '  \dx  un  maxi- 

mum  ou  un  minimum^  avec  la  condition  qu'une  autre 

intégrale  /    '  L^,  dépendant  de  la  même  fonction^, 

conserve  une  valeur  constante.  Telle  est  en  général  la 
question  qu'on  se  propose  dans  les  problèmes  des  isopé- 
limètres,  qui  consistent  à  déterminer,  parmi  les  courbes 
de  même  longueur,  ou  parmi  celles  pour  lesquelles  l'in- 
tégrale 


/ 


V/i-(-y*  .cLx: 


conserve  une  valeur  constante,  celle  dont  l'ordonnée  j^ 
satisfait  à  la  condition  de  rendre  l'intégrale  /    '  Ydx 


'intégrale  / 

J  x^ 


un  mcujçimum  ou  un  minimum, 

£n  pareil  cas  les  variations  des  coordonnées.^,^,  sont 
liées  par  l'équation  de  condition 

9- 
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J  x^ 

et  si  Ton  applique  le  procédé  de  l'éliminatioii  par  les 
multiplicateurs  indéterminés,  on  en  conclura 

8f'''ydx+'k8f'''Ldx=:ù 

(X  désignant  un  coefficient  constant),  ou 

sf''\y+'kL)da:=o.  (m) 

Le  coefficient  "k  est  constant,  parce  qu'on  n'a  ici  qu'une 
équation  de  condition  qui  porte  sur  la  valeur  d'une  in- 
tégrale, et  non  plus 9  comme  dans  le  n°  précédent,  une 
infinité  d'équations  de  condition,  dont  chacune  subsiste 
pour  les  coordonnées  relatives  à  un  élément  de  l'inté- 
grale. D'ailleurs,  il  est  évident  que  si  /    '  ydx  a,  une 

J  ^c 

valeur  maximum    ou  minimum^   l'intégrale  /    '  Ldx 

J  x^ 

étant  assujettie  à  rester  constante,  la  somme 

J  ^o  J  ^o  J  ^9 

où  X  désigne  un  qombre  constant,  aura  aussi  une  valeur 
maximum  ou  minimum.ljdi  fonction  ^z=z:<p.r,  que  l'on 
déterminera  en  appliquant  à  la  formule  (jn)  les  règles 
ordinaires  du  calcul  des  variations,  contient  la  constante 
indéterminée  \  dont  on  fixe  la  valeur  par  la  condition 

que  l'intégrale  /       L^tr,  dans  laquelle  entre  ^  et  par 

suite  X,  ait  une  valeur  constante  et  donnée. 

On  peut  encore  arriver  au  même  résultat  de  la  ma- 
nière suivante.  Posons 

^_  ,  -        dz 

J\uax  =  z^     ou     L —  —  =0:  (^ny 
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z  sera  une  fonction  de  x  que  Ton  pourra  considérer 

comme  liée  à  ^  et  à  j;  au  moyen  de  l'équatiou  (n).  Ce 

ï*  *:    sera  donc  le  cas  d'appliquer  la  méthode  du  n®  379,  en 

traitant  (n)  comme  une  équation  de  condition,  ce  qui 

donne 

Le  terme 

J  X.  dx  J  X. 

donne  dans  l'intégration  par  parties 


^*^^"  -Jl'.^'^^ 


% 


La  variable  z  n'entre  d'ailleurs  ni  dans  V  ni  dans  L, 
en  sorte  que  le  terme  dépendant  de  la  variation  indé- 
pendante ^z  ne  saurait  disparaître  si  l'on  ne  pose  sépa- 
rément 

dx 
On  a  aussi 

puisque  \   est  constant,   et   que,   par   hypothèse,  la 
quantité 

J  ^o 

est  pareillement  constante;  de  sorte  qu'il  n'y  a  plus  qu'à 
faire  évanouir  la  variation  de  l'intégrale 


/ 


Xx 


(V+îX)d:r, 


où  \  désigne  un  coefficient  constant. 

Cette  analyse  s'étend  d'elle-même  au  cas  oîi  l'on  au- 
rait un  plus  grand  nombre  d'intégrales  assujetties  à  con* 
server  des  valeurs  constantes. 
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381.  Nous  n'avons  traité  jusqu'à  présent  que  des  con- 
ditions communes  au  maximum  et  au  mirumum»ll  fau- 
drait en  outre  donner  les  moyens  de  distinguer  généra- 
lement le  maximum  du  minimum^  et  &ire  connaître  les 
ca§  d'exception  où  la  variation  de  l'intégrale  peut  s'éva- 
nouir^ sans  que  ce  résultat  entraine  l'existence  d'un 
maximum  ou  d'un  mimmum. 

En  remontant  aux  principes  généraux  de  là  matière 
[9 1  etsuiif.\  on  comprendra  tout  de  suite  que  cette  analyse 
doit  se  rattacher  à  la  recherche  des  variations  du  second 
ordre  d'une  intégrale,  ou  des  variations  de  ses  variations. 
Mais  dans  les  applications  ordinaires,  on  peut  se  dis- 
penser de  recourir  à  cette  analyse  compliquée,  attendu 
que  la  nature  de  la  question  indique  presque  toujours 
l'impossibilité,  soit  du  maximum,  soit  du  minimum; 
de  sorte  qu'il  ne  peut  rester  d'ambiguïté  sur  le  sens  du 
résultat  obtenu,  par  la  simple  considération  des  variations 
du  premier  ordre. 

On  doit  aussi  remarquer  que  nous  ne  nous  occupons 
pas  de  rechercher  le  maximum  ni  le  minimum  d'une 
intégrale  définie,  toutes  les  fois  que  la  fonction  sous  le 
signey*passe  par  l'infini  entre  les  limites  de  l'intégration, 
de  manière  que  les  intégrales  ne  puissent  plus  être  con- 
sidérées comme  des  sommes  d'éléments  différentiels  infi- 
niment petits. 

Nous  allons  passer,  dans  le  chapitre  suivant,  à  quel- 
ques exemples  qui  achèveront  de  lever  les  difficultés 
qui  pourraient  rester  sur  cette  théorie,  prisé  dans  sa  gé- 
néralité abstraite. 


^^ 


k%'««%«^>« 


CHAPITRE  VIII. 


APPLICATIOirS  DU  CALCUL  DES  VARIATIONS  DES  INTÉGUA- 

LES  SIMPLES.  *  DE  LA  METHODE  DES  VARIATIONS  , 

ETENDUE  AUX  INTÉGRALES  DOI/BLES. 


S  1*'.  Applications  da  calcal  des  variations  des  intégrales  simples 
à  des  problèmes  de  maxima  et  de  minima, 

382.  Dé  la  Ugne  la  plus  courte  sur  une  surface 
donnée.  Puisque  la  droite  la  plus  courte  ou  la  plus  lon- 
gue qu'on  puisse  mener  d'un  point  à  une  ligne  ou  à 
une  surface ,  est  la  normale  abaissée  du  point  sur  la  li- 
gne ou  sur  la  surface ,  il  est  aisé  de  voir  que  la  ligne 
la  plus  longue  ou  la  plus  courte  qui  puisse  être  menée 
entre  deux  lignes  ou  entre  deux  surfaces,  est  la  normale 
commune  aux  deux  lignes  ou  aux  deux  surfaces.  Nouft 
nous  contenterons  d'indiquer  l'application  des  formules 
générales  du  chapitre  précédent  à  un  cas   si   simple; 
et  nous  passerons  au  problème  qui  a  pour  objet  de  dé- 
terminer la  ligne  la  plus  courte  que  l'on  puisse  tracer 
sur  une  sur&ce  donnée ,  entre  deux  points  fixes ,  ou  en- 
tre deux  courbes  fixes  tracées  également  sur  la  surface. 
Il  est  évident  que  le  problème  n'admettrait  pas  de  solu- 
tion ,  si  l'on  substituait  la  condition  du  maximum  à  celle 
du  minimum ,  à  moins  qu'on  n'y  apportât  des  limita- 
tions, en  assujettissant,  par  exemple,  la  courbe  cher- 
chée à  être  plane. 


/. 
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L'intégrale  qu'il  s'agit  de  rendre  un  mùiimum  est 
d'où  l'on  tire, en  posant  j/7"+7m-^==  V» 


■/■'■ 


dx 


Soit  F  (x,^,  s  )=:o  l'équation  de  la  surface  sur  laquelle 
la  ligne  cherchée  doit  se  trouver  :  il  viendra 

rfF  .        rfF  .        £/F  . 

d'où  Ton  conclut ,  en  chassant  ^x  sous  le  signe y^  et  en 
égalant  à  zéro  les  multiplicateurs  de  ^y^^z^ 


<t)  ,^<C) 


/«/F      ^F\       ^.,         ,^^       ^.^  _ 
Vfltr      ^  dy)       dx  dy'dx  ' 


V^/j  ^2/       ^^  dz       dx  '  j 


(0 


Mais,  puisque  la  courbe  cherchée  doit  se  trouver  sur 
la  surface ,  les  dérivées^',  z'  sont  liées  par  l'équation 

dF        ,dF        ,dF 

dx       -^    dy  dz 

en  conséquence  les  deux  équations  (i)  deviennent  iden- 
tiques^ comme  cela  doit  être,  et  elles  prennent  la  forme 

^.':îâ)=^.<|).         M 

dz        dx  dy        dx     '  ^  ^ 

11  faudrait  substituer  dans  cette  dernière  équation  les 
valeurs  de  z,  z  en  fonction  de  x^  y^y  tirées  de  l'équa- 
tion de  la  surface ,  et  intégrer  :  mais  en  conservant  à  la 
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fonction  F  sa  généralité,  nous  allons  tirer  de  l'équa- 
tion (2)  la  démonstration  d'une  propriété  caractéristique 
des  courbes  qui  satisfont  aux  conditions  du  problème. 
On  a,  en  désignant  comme  à  l'ordinaire  par  s  l'arc 

^    delà  courbe, 

y df       z' dz 

au  moyen  de  quoi  l'équation  (a)  revient  à  la  proportion 


rfF    d¥ 


m     •     ^  ^  m  ^ 


dy  '  dz  '  '       ds      '      ds      ' 
d'oïl  Ton  conclut ,  à  cause  de  la  symétrie , 

^  ^  ^   dC^^  d(^A  d(^ 

dF    df    d¥         \ds)       \ds)       \.dsj 


(3) 


dx*  dy  ^  dz*  '       ds      "       ds      *       ds 

Mais  si  l'on  désigne  par  \  (a,  v  ;  V,  \l^  v'  les  angles  que  la 
normale  è  la  surface  et  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne 
cherchée  font  avec  des  parallèles  aux  axes  des  x^  y^  z 
dans  le  sens  des  coordonnées  positives,  la  proportion  (3) 
revient  [aaS  et  aSy]  à 

cosX  :  cosjA  :  cos v  ::  cosX'  :  cos  (a'  :  cosv'. 
Donc  X=V,  (a=:(jl',  v=v'.  Ainsi  la  ligne  tracée  sur 
la  surface^  de  manière  qu'entre  deux  points  quelconques 
elle  soit  plus  courte  que  toute  autre  ligne  assujettie  à 
rester  sur  la  surface  et  à  passer  par  ces  deux  points ,  a 
son  plan  osculateur  constamment  normal  à  la  surface. 
383.  L'équation  aux  limites 

se- trouve  sa tisfsAt^  d'elle-même,  sr  les 'deux  points  ex- 
trêmes de  la  courbe  cherchée  sont  fixes  et  donnés  de 
position,  car  alors  on  a 
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^Xo  =  o,  fy^zzzoy  8z^=o;  Ja:,=o,  ^7,1=0,  &.=0. 
Supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi,  mais  que  chacun 
des  deux  points  extrêmes  soit  assujetti  à  se  trouver  sur 
une  courbe  donnée,  tracée  sur  la  surface.  On  aura,  en 
chacun  des  deux  points  extrêmes,  en  supprimant,  pour 
plus  de  simplicité,  les  indices  o,  i  qui  les  particulari- 
sent « 

^x+yjj+z'^j&zno, 
ou  bien 

Or,  le  point  extrême  (x^jy,  z)  étant  assujetti  à  se  trouver 
sur  une  ligne  donnée,  ^,-j—,  sont  des  quantités  déter- 
minées par  le  tracé  de  cette  ligne,  et  qui  mesurent  les  tan- 
gentes trigonométriques  des  angles  que  font  avec  l'axe 
des  X  les  projections  sur  les  plans  des  xjr  et  des  xz  de  la 
tangente  à  cette  ligne  au  point  {x^jTy  z).  D'un  autre 
côté,^,  z'  sont  les  tangentes  trigonométriques  deà  an- 
gles que  font  avec  le  même  axe  les  projections  sur  les 
mêmes  plans  de  la  tangente  à  la  ligne  la  plus  courte, 
menée  par  le  point  extrême.  Donc  l'équation  (4)  exprime 
que  la  ligne  la  plus  courte  coupe  à  angles  droits  les 
deux  lignes  tracées  sur  la  surface,  et  sur  lesquelles  les 
points  extrêmes    sont    respectivement    assujettis    à  se 
trouver. 

384.  De  la  surface  de  révolution  à  aire  minimunu 
On  demande  de  déterminer  dans  le  plan  xy  la  courbe 
passant  par  deux  points  donnés  [x^^y^^  [x^^y^^  qui, 
par  sa  révolution  autour  de  l'axe  des  x^  engendre  la 
surface  de  révolution  dont  l'aire  (comprise  entre  deux 
plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x^  et  passant  chacun 
par  l'un  des  points  donnés)  est  un  minimum.  L'intégrale 


I 
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dont  I9  variation  doit  s'évanouir ,  est  [35o] 

f"'  yVTTy^.dx;  (5) 

et  réquation  {a)  du  n^  378  devient  dans  ce  cas  particulier 

VT^ ■^—=-'>,    ou     , ^— =»• 

Si  Ton  prend  j*  pour  variable  indépendante,  cette  équa- 
tion revêt  la  forme 

-(l)"-rg=(î)"-rg=».     «») 

Mais  on  a ,  dans  la  même  hypothèse , 

dx    d*x       dy    d*y 

•         ••    -4—    ■        •  ■        -   o« 

ds     ds*        ds     ds* 
ce  qui  permet  de  changer  Téquation  (6)  en 

dx    dy  d^x v   ds) 


(7) 


On  en  conclut 

b  désignant  une  constante  arbitraire  ;  et  par  suite ,  en 
élevant  au  carré,  et  en  remettant  pour  ds^  sa  valeur, 

■'—  ^^y  (9) 

£ofin  une  nouvelle  intégration  donne 

Puisque  les  coordonnées  des  deux  points  extrêmes  sont 
des  constantes  données ,  l'équation  aux  limites  se  trouve 
satisfaite  d'elle-même. 

D'après  l'équation  (8),  la  constante  b  i*eprésente  la 
valeur  de  l'ordonnée^  pour  le  point  de  la  courbe  où  la 
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tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  x  :  on  en  déterminerait 
la  valeur  en  calculant  ^  par  des  approximations  succei» 
sives ,  la  racine  de  l'équation  transcendante 

Afin  de  mettre  sous  sa  forme  la  plus  simple  Veq^ 
tion  de  la  courbe  qui  satisfait  au  problème ,  faisons  pas- 
ser Taxe  des^  par  le  point  de  la  courbe  où  la  tangente 
est  parallèle  à  l'axe  des  x,  ce  qui  revient  à  intégrer 
l'équation  (9)  en  supposant  qu'on  ait  à  la  fois  x  =  o, 
j=.b  :  il  viendra 

d'où 

^ b^  .«î 

et  par  suite 

y=L-(é-\'e'^.  (10) 

On  tire  ensuite  de  l'équation  (8),  en  prenant  pour  ori- 
gine des  arcs  le  point  dont  l'abscisse  est  nulle  y 

La  courbe  dont  on  vient  de  trouver  l'équation  est  con- 
nue sous  le  nom  de  chatnette;  parce  que,  comme  on  le 
prouve  en  mécanique ,  cette  courbe  est  celle  qu'affecte- 
rait un  fil  pesant,  homogène,  parfaitement  flexible ,  et 
suspendu  par  deux  points.  Galilée ,  qui  s'en  est  occupé, 
l'avait  confondue  avec  la  parabole;  mais  Leibnitz  en  a 
ramené  la  construction  à  celle  de  deux  logarithmiques , 
construction  qui  ressort  de  l'équation  (lo). 

La  chaînette  jouit ,  comme  la  cycloïde,  de  propriétés 
curieuses,  en  outre  de  celles  dont  il  vient  d'être  ques- 
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ion.  Soit  MBM'  [^fig*  89)  cette  courbe ,  symétrique  par 
upport  à  l'axe  OY,  XX'  Taxe  autour  duquel  la  courbe 
loit  tourner  pour  engendrer  la  surface  de  révolution 
lont  l'aire  est  un  minimum  :  l'ordonnée  minimum  OB 
représentera  le  paramètre  b.  En  vertu  des  équations  (8) 
et  (10),  on  a 

de  sorte  qu'en  tous  les  points  de  la  chaînette ,  ta  nor- 
male [i7*-i]  et  le  rayon  de  courbure  [iqS]  ont  pour  va- 

leur  commune^.  Au  sommet  B  le  rayon  de  courbure 

passe  par  un  minimum  ^  et  a  pour  valeur  le  paramètre  b. 
Si,  du  point  P,  pied  de  l'ordonnée    PM=:j^*,  on 
abaisse  sur  la  tangente  MT  la  perpendiculaire  V\l^  on 
aura  Pjjl  :  MP  ::  PT  :  MT.  Mais 

donc  la  perpendiculaire  P[jl  a  une  valeur  constante  et 
égale  au  paramètre  b.  De  là  M(jL=i:^/y>  —  6>. 
L'aire  OBMP  a  pour  valeur 

et  l'on  a ,  par  l'équation  (8) , 

I  rx  

arc BM rz=^s=^-jj    ydx=^  Kr*— *'  •* 

la  chaînette  est  donc  une  courbe  pour  laquelle  l'aire  et 
l'arc  sont  des  fonctions  algébriques  de  l'ordonnée. 

L'arc  BM  vient  d'être  trouvé  égal  à  la  droite  Mjx  : 
donc  le  point  [/.  appartient  à  une  développante  de  la 
chaînette ,  ayant  son  point  de  rebroussement  en  B ,  som- 
met de  la  développée.  Cette  développante  NBN'  est  sy- 
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métrique  par  rapport  à  l'axe  des^  et  a  pour  asymptote 
l'axe  des  x.  La  portion  de  droite  (i.P=é  est  la  tangente 
de  la  courbe  NBN',  à  laquelle,  en  conséquence  j  on  peut 
assigner  pour  propriété  caractéristique  d'avoir  une  tan- 
gente de  grandeur  constante.  Ces  remarques  intéres- 
santes ont  été  faites  par  Ampère. 

385.  Courbe  de  la  plus  vite  descente ,  ou  BrachisUh 
chrone  (^).  On  appelle  ainsi  la  courbe  sur  laquelle  de- 
vrait glisser  un  point  matériel  pesant ,  pour  arriver  le 
plus  vite  possible  d'un  point  à  un  autre,  v:&ùt  situé  sur 
la  même  verticale,  abstraction  faite  du  frottement  sur 
la  courbe  et  de  la  résistance  du  milieu  ambiant.  Tout 
étant  symétrique  de  part  et  d'autre  du  plan  vertical  mené 
par  les  points  extrêmes,  la  courbe  reste  nécessairement 
comprise  dans  ce  plan  vertical  que  nous  prendrons  pour 
celui  des  xy^Xesx  positifs  se  mesurant  suivant  la  ver- 
ticale et  de  haut  en  bas.  Soient  x^j  x^  les  abscisses  des 
points  de  départ  et  d'arrivée  du  mobile  :  d'après  les 
principes  de  la  mécanique ,  il  faut  rendre  un  minimum 
l'intégrale  -  

J  OCo  x  —  x 

ce  qui  donne 


'^o 


£ dx 1/     ^' 


{x  —  x,) 


dy  X — X 


o 


(*)  Et  non  pas  Brachystochrone^  suivant  l'orthographe  barbare  que 
l'on  trouve  employée  partout.  Ce  mol  dërive  immédiatement,  non  de 
Tadjectlf  ^p^X^ç  >  <iui  a  le  même  sens  et  la  même  racine  que  le  latin 
breçiSf  mais  de  son  superlatif  Ppa^K^Toç,  d'où  l'u  a  disparu. 
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Posons  ^  =2R  et  x^=o^  ce  qui  revient  à  faire  passer 

Vaxe  des  a:  par  le  point  de  départ ,  il  viendra 

(Lv .  /2R — j: 

équation  d'une  cycloïde  [177]  dont  l'un  des  arceaux  a 
pour  pied  le  point  de  départ.  Le  rayon  R  du  cercle  gé- 
nérateur se  déterminera  9  au  moyen  de  ce  que  la  cycloïde 
est  assujettie  à  passer  par  le  point  d'arrivée  du  mobile. 
386.  Problèmes  sur  les  isopérimèires.  On  demande 

la  courbe  dont  l'aire  /    ^  jrdx^  limitée  par  les  ordonnées 

\  des  points  {x^^jr^)^  {x^  ,^,),est  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum ^  l'arc  entre  ces  mêmes  points  ayant  une  longueur 
doooée.  D'après  le  n^  38o,  il  faut  poser 

\  désignant  un  coefficient  constant  :  ce  qui  donne 

^(   y    \ 

'      ^'  dx  —''' 

d'où,  en  intégrant,  et  en  désignant  par  ^  la  valeur  de  x 
pour/=o, 

X — c=ifc  — =^==a.     r^==-^  =  ± —  ^    — 

^  Vi+y^^     -^        dx  v/^x'  —  Car— 5)»' 

Intégrons  de  nouveau ,  et  désignons  par  7;  la  valeur  de 
/  pour  ar=Ç  :  il  viendra 

7— T^=iFV^x«— (x—Ç)»,  ou  {x—iy+(j—t\y=>\\ 
Ainsi  la  courbe  cherchée  est  un  cercle  dont  \  désigne 
le  rayon ,  et  qui  a  pour  centre  le  point  (  Ç,  ^  ).  La  dé- 
termination des  trois  constantes  ^,  y),  \  résulte  de  ce  que 
le  cercle  doit  passer  par  les  points  (.r^,^o  )>  (-^i^^i)? 
l'arc  compris  entre  ces  points  ayant  une  longueur  don- 


144  LIVRE   V.    CHAPITRE    VIII. 

née.  La  solution  est  double  :  l'arc  de  cercle  qui  tourne 
sa  concavité  vers  l'axe  des  x  correspondant  au  maxi- 
mum ^  et  celui  qui  tourne  sa  convexité  vers  le  même  axé 
correspondant  au  minimum.  On  en  conclut  que  le 
cercle  est  la  courbe  fermée  qui ,  sous  le  même  périmètre, 
circonscrit  Faire  maximum^  comme  les  anciens  l'avaient 
démontré  par  la  géométrie  pure. 

Si  l'on  ajoute  au  problème  du  n*"  384  '^  condition 
que  la  courbe  soit  prise  parmi  celles  qui  ont  entre  les 
points  (^o9^o)?  (•^oT'i)»  "IÏ6  longueur  constante  et  don- 
née, la  variable^  se  trouvera  remplacée  dans  l'équa- 
tion (8)  par^-|-X  :  d'ailleurs  les  calculs  seront  les  mêmes 
et  conduiront  pareillement  à  l'équation  de  la  chaînette. 
Une  nouvelle  constante  arbitraire  sera  introduite  dans 
cette  équation  ;  mais  on  aura  aussi  une  nouvelle  équation 
de  condition  :  savoir,  celle  qui  résulte  de  ce  que  la  lon- 
gueur de  la  courbe  entre  les  points  extrêmes  est  une 
constante  donnée. 

*  387.  Pour  dernière  question ,  proposons-nous  de 
trouver,  parmi  les  courbes  planes  isopérimètres,  termi- 
nées à  deux  points  fixes  (x^,^-^),  (x,,^,),  celle  qui,  en 
tournant  autour  de  Taxe  des  x ,  détermine  le  solide  de 

révolution  dont  le  volume  lui     'y dx  est  un  maximum 

J  x^ 

ou  un  minimum. 

\jà  condition  analytique  du  problème  est 

en  écrivant,   pour   l'homogénéité,  V  au  lieu  de  >;  et 
elle  donne 
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3u  bien ,  en  prenant  s  pour  variable  Indépendante  , 

Substituons  pour  —^  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (7) , 
et  il  viendra 

d'oïl  en  intégrant ,  et  en  désignant  par  fj  la  valeur  de 
Fordonnéc^'  pour  le  point  de  la  courbe  où  la  tangente 
est  perpendiculaire  à  l'axe  des  x. 

Cette  dernière  équation  donne 

et  par  suite  \  (12) 

as  ^^  zc  , 

Une  nouvelle  întrégration  donnerait  la  ^le^r  de  ^  en  j^* 
avec  une  constante  arbitraire;  et  l'on  détennineraît  cette 
constante,  ainsi  que  les  deux  autres  paramètres  ^^  >.^  en 
assujettissant  la  courbe  à  passer  par  les  points  (x^.j-^), 
(x,,;-,  ),  et  à  avoir  entre  ces  points  une  longueur  donnée. 
Posons  é=o,  ce  qui  revient  à  faire  passer  Taxe  des 
X  par  le  point  où  la  tangente  est  perpendiculaire  à  cet 
axe;  prenons  aussi  ce  point  pour  l'origine  des  coordon- 
nées x,^,  et  de  l'arc  s  auquel  nous  donnerons  le  même 
signe  qu'à  x  :  il  viendra 

Soit  /=X  cos<p,  ?  désignant    une  nouvelle  variable: 
T.  IL  10 
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on  aura 

>sinfcos''(pfi{9 'kcos*(fd<f X     cos'çrfp 

xrf?/^    ^ I       \ 


iis=:  — 


X  _       4 


et  par  suite 

D'après  la  uature  périodique  des  fonctions  F,  £,  il 
est  aisé  de  voir  que  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion (i3)  a  un  cours  périodique ,  comme  l'indique  la 
^g.  90.  L'ordonnée  maximum  PM  ayant  pour  valeur  \ 
celles  de  l'abscisse  correspondante  OP=zz|OA  et  de  l'arc 
OM  sont 

Les  inflexions  de  la  courbe  aux  points  O,  A,  etc., 
n'interrompent  pas  la  continuité  de  la  fonction  s  y  comme 
cela  a  lieu  pour  d'autres  courbes ,  et  notamment  pour  la 
lemniscate  [386],  dont  l'arc  s'exprime  aussi  par  la  fonc- 
tion elliptique  Yi-pz.^  ?  j. 

La  considération  dont  nous  avons  fait  usage  pour 
simplifier  l'expression  des  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles (12),  ne  pourrait  plus  être  employée  :  i®  si  la 
constante  b  devait   avoir  une  valeur  imaginaire  de  la 
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forme  &  y/" —  i ,  ce  qui  n'empêcherait  pas  les  intégrales 
dont  il  s'agit  d'être  encore  exprimables  j  quoique  d'une 
manière  moins  simple,  par  les  fonctions  elliptiques; 
a"*  si  l'on  avait  entre  les  constantes  A,  >.  la  relation  fc=:>.; 
mais  dans  ce  dernier  cas  il  viendrait 

d'oîi 

^  1     /»/xi/;-f-r — \/x\/i—/ 


a?=CO/lrf.±  l/aX»— j*±-^log( 


On  pourra  effacer  la  constante  arbitraire,  si  l'on  fait 
passer  Taxe  des  y  par  le  point  dont  l'ordonnée  est 
jzzzXl/â.  D'ailleurs  la  courbe  que  cette  équation  re- 
présente ,  et  qui  est  comprise  entre  les  droites^= dzXJ/â, 
au  lieu  de  couper  en  une  infinité  de  points  l'axe  des  x^ 
comme  cela  arrive  à  la  courbe  (  1 3  ) ,  a  cet  axe  pour 

asymptote;  puisque,  si  l'on  fait  j-  im  o,  il  vient -^=0, 

et  x=±co . 

La  courbe  dont  la  première  équation  (12)  est  l'équa- 
tion différentielle,  est  connue  sous  le  nom  de  courbe 
élastique  j  parce  que  c'est  celle  qu'affecterait  une  lame 
élastique,  naturellement  plane,  fixée  à  l'une  de  ses  ex- 
trémités, et  courbée  par  l'acti®»  d'une  force  appliquée 
convenablement  à  l'autre  extrémité.  On  l'a  nommée  aussi 
conrhelintéaîre,  parce  qu'elle  représente  la  section  droite 
d'une  enveloppe  cylindrique  parfaitement  flexible ,  sus- 
pendue par  deux  de  ses  génératrices,  et  remplie  d'un  li- 
quide pesant  dont  la  pression  détermine  la  courbure  de 
Tenveloppe. 

A  proprement  parler,  la  courbe  lintéaire  est  déter- 
minée par  la  condition  que  l'intégrale 

fO. 


/ 


X, 
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soit  un  maximum  y  les  intégrales 

ayant  des  valeurs  constantes ,  c'est-à-dire  par  l'équation 


»x 


d'où  l'on  tire 


dx 

Puisqu'il  suffit  de  diminuer  les /de  la  quantité  constante 

V 

-,  pour  ramener  cette  équation  à  l'équation  (ii),  il 

est  clair  que  l'équation  de  la  courbe  lintéairc  doit  s€ 
confondre  avec  celle  de  la  courbe  élastique,  tant  qu'on 
ne  particularise  pas  les  constantes. 


*§  2.  De  la  méthode  des  variations,  étendue  aux  intégrales  doubles 

388.  Soit 

ffvdxcfjr 

une  intégrale  double  dont  les  limites ,  supposées  d'aborc 
invariables,  sont  déterminées  par  le  tracé  sur  le  plan  œ) 
d'une  courbe  fermée  mji^mji^  \fiS'  ^^  ^^  "**  ^^4] 
on  admet  que  V  peut  renfermer ,  outre  les  variables  in 
dépendantes  x^y^  une  fonction  z  de  ces  deux  variables 
et  ses  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordn 
p^  gr,  r,  j,  t^  hypothèse  d'une  généralité  bien  suffisant! 
pour  les  besoins  des  applications.  Il  s'agit  de  déterrai 
ner  la  fonction  z  de  manière  que  l'ititégrale  proposé 
ait  une  valeur  maximum  ou  minimum. 


Ij 
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Posons 
dy=  Xdx  H-  Ydf  H-  Zdz  -1-  Pdp + Qdq  -f-  Txdr  -I-  &/5  +Trfr , 
ce  qui  donne  dans  l'hypothèse  des  limites  constantes  oîi 
l'on  peut  [37/1]  considérer  comme  nulles  d'elles-mêmes 
les  variations  àx  el  ^, 

eu  sorte  que  l'équation  du  problème  devient 

[Z8z  +  njJ  +  Q^î  +  R^r  +  S^s  +  '£^t]dxdx=:^o.  (i4) 

Il  faut  considérer  à  parties  termes  en  8p^  ^^,etc.,  afin 
de  leur  faire  subir  les  transformations  qui  sont  de  l'es- 
sence du  calcul  des  variations. 

On  a 

jjnp.dxdy^Jfn^^^.^^^ 

Dans  cette  équation  l'intégrale  double 

y  dxdf»8z 

est  censée  prise  dans  les  mêmes  limites  que  l'intégrale 
double  proposée  :  quant  à  l'intégrale  simple/  P^>^^^,  qui 
est  amenée  par  une  première  intégration  relative  à  la  va- 
riable a:^  il  faut,  pour  en  fixer  la  valeur,  concevoir  qu'a- 
près cette  première  intégration  opérée,  on  a  substitué 
successivement  pour  x  les  valeurs  ^^J'j  '^0/  [^^4]»  et  re- 
tranché le  second  résultat  du  premier,  ce  que  nous  in- 
diquons par  la  notation  abrégée 

la  seconde  intégration  relative  à  j  devant  d'ailleurs  être 
prise  entre  les  limites  7*  =  Oçr,  =zjr^  ^j  =  Oç'o==/o- 
En  conséquence  nous  écrirons 


#; 


[^Prf^.^z] 
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On  trouverait  de  la  même  manière 

la  fonction  ^  désignant  l'inverse  de  <{;,  ainsi  qu'on  Ta  ex- 
pliqué dans  le  n°  cité. 
Il  vieiit  ensuite 

£n  tenant  compte  des  limites  des  intégrales,  nous  écri- 
rons j  suivant  la  notation  employée  ci-dessus , 


\^oX 


■jri^'^^y-^^- 


Le  même  calcul  donnera 

Enfin,  si  nous  considérons  le  terme  affecté  de  ^Sj 
nous  obtiendrons  par  un  calcul  analogue 

On  a  d'ailleurs 

d'où        /  '       ^ 


+  0^^ 


#c 
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389.  Si  ron  réunit  ces  divers  résultats,  on  mettra 
Féquation  (i4)  sous  la  forme 

N:;]r>ir[(-s-l>-H''i*: 

Le  coefficient  de  8z^  sous  les  signes  de  double  intégra- 
tion, doit  être  nul  pour  toutes  les  valeurs  de  x^jy  com- 
prises entre  les  limites  de  l'intégrale  double,  ce  qui  donne 
l'équation  aux  différences  partielles  entre  ^,^,  z, 

Z— —  — ^      115:       Él^      d^_  /x 

dx       dy       dx*        dxdy       dy^ 

Chacune  des  intégrales  simples  qui  entrent  dans  Féqua- 
tion (A)  s'étend  à  tous  les  éléments  de  la  courbe  mjijnji^ 
[fig.  8o)  iqui  trace  sur  le  plan  xj  les  limites  de  l'inté- 
grale double.  Donc,  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de 
x^y^  qui  correspondent  à  des  points  pris  sur  cette  courbe, 
les  variations  ^zj  S^,  ^q  doivent  satisfaire  aux  équations 

Enfin  il  faudra  qu'on  ait 

[w::]:>- 

ou  bien 
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(S^z)^j,ç^,^  désignant  ce  que  devient  S^3  pour  les  valeurs 
.x'^rjr^^nrcp^^r^,  et  ainsi  de  suite. 

3U().  On  peut  se  représenter  la  variable  z  comme  l'or- 
donnée d'une  surface.  Si  l'intersection  de  cette  surface 
avec  le  cylindre  (]ui  se  projette  en  .^j  suivant  la  ligne 
injijnji^  était  une  courbe  donnée  de  position  dans  Tes- 
pace,  la  variation  ^z  serait  nulle  pour  tous  les  poiuts 
qui  appartiennent  à  cette  ligne  d'intersection  :  par  suite 
rc(}uation  (c)  serait  satisfaite  d'elle-même,  et  les  équa- 
tions {b)  se  réduiraient  à 

Y^^p  —  o,  ï59  =  o. 
Si  en  outre  la  nature  du  problème  déterminait  la  di- 
rection du  plan  tangent  «i  la  surface,  tout  le  long  de  la 
ligne  d'intersection,  les  variations  5/?,  ^q  s'évanouiraient, 
et  par  suite  les  équations  (é)  seraient  satisfaites  d'elles- 
mêmes. 

Lorsque  la  ligne  d'intersection  et  la  direction  du  plan 
tangent  le  long  de  cette  ligne  ne  sont  point  déterminées 
par  les  conditions  du  problème,  il  faut,  pour  satisfaire 
aux  é(|uations  (  /i  ) ,  égaler  séparément  à  zéro  les  coefiî- 
cients  do  oz^S/jj^rj,  c'est-à-dire  poser 

et  ces  dernières  équalioiis  doivent  subsister  pour  tous 
les  points  de  la  ligne  d'intersection  dont  la  projection 
en.ij-est  la  courbe  /ujijnji^. 

391.  Dans  le  but  de  montrer  une  application  de  cette 
tliéorie,su])posons  que  l'on  demande  la  surface  assujettie 
à  passer  par  un  contour  donné,  et  dont  l'aire,  dans  la 
portion  circonscrite  par  ce  contour,  est  un  ndnimum* 
Cette  surface  ne  serait  plane  que  si  la  ligne  de  contour 
par  laquelle  elle  doit  passer  était    comprise   dans  un 
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plan.  L'intégrale  double  qu'il  s'agit  de  rendre  un  mini- 
imm  est  [3  69] 

JoiJime  les  fonctions  R,  S,  T  sont  nulles,  et  que  la  va- 
iation  8z  s'évanouit  aux  limites,  à  cause  de  l'invaria- 
ilité  de  la  ligne  de  contour ,  les  équations  [ù)  et  (c)  se 
rouvent  satisfaites  :  il  suffit  de  déterminer  l'orrlounée  zen 
)nction  de  :v,jr,  de  manière  à  satisfaire  à  l'cquation  (a) 
ui  devient 

di  ^  ^  — ""' 

»u  en  développant  les  calculs , 

(i  +  y>y_  ^pqs  -h  (i  +/>  ~  o,  (rf) 

k[uation  ['^81]  caractéristique  des  surfaces  pour  les- 
:}uelies,  en  tous  leurs  points ,  les  deux  rayons  des  cour- 
bures principales  sont  égaux  en  grandeur  et  opposés  en 
direction.  La  surface  cherchée  doit  en  outre  être  assu- 
jettie à  passer  par  la  ligne  donnée,  qui  circonscrit  l'aire 
mmitnum^  condition  par  laquelle  il  faudrait  déterminer 
les  fonctions  arbitraires  qui  entreraient  dans  l'intégrale 
de  l'équation  (r/). 
La  surface  décrite  par  la  révolution  de  la  chaînette 

autour  de  l'axe  des  .r,  est  (parmi  les  surfaces  de  révolu- 
tion assujetties  à  passer  par  deux  cercles  parallMes  don- 
nés) celle  dont  l'aire  a  la  valeur  minimum  [384].  I^es 
deux  rayons  des  courbures  principales  de  cette  surface  de 
révolution  sont  :  1^  le  rayon  de  courbure  de  la  chaînette 
méridienne;  2^  la  portion  de  la  normale  comprise  entre 
la  courbe  méridienne  et  l'axe  de  révolution  [^85]  ;  et  en 
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effet  Ton  a  trouvé  [384]  ^^^  ^^  deux  lignes  sont  égales 
et  opposées  de  direction. 

392.  Quand  on  n'admet  pas  que  les  limites  de  l'inté- 
grale double  soient  fixées  invariablement  par  un  contour 
tracé  sur  le  plan  a^j  on  ne  peut  plus  supposer  nulles 
les  variations  ^^ ,  8/^  du  moins  pour  les  points  situés 
sur  les  limites  de  l'intégrale  [37^] .  On  a  dans  ce  cas 

^Jjydxdy  ^ffdySldx  +ffdxSUr  +Jjf^^dxdr 
z=zjrdySdlx  +ffdySdty  +ffVidxdy 

=fnxdy  +/Y8yda:  +ff{8Y-  £  ^^  -  ^  *r>^^/  • 

Chaque  intégrale  simple  est  censée  prise  le  long  de  la 
ligne  de  contour  qui  limite  l'intégrale  double ,  selon  les 
explications  données  précédemment. 

D'après  un  calcul  analogue  à  celui  du  n"  SyS ,  si  l'on 
pose  pour  abréger 

et  que  l'on  conserve  aux  lettres  Z,P,  Q,R,S,  T  leur 
signification ,  en  omettant ,  pour  plus  de  simplicité ,  les 
termes  d'un  ordre  supérieur  au  second,  on  aura 

^V T-  *^  —  -7-  5>^  =  Z^M  +  P  -^+  Q  --r^ 

dx  «J  dx  dy 

_|.R?^^.S— +T— • 
dx"  dxdy  dy^  ' 

puis 


m 


+ 


-/[(^-S-|>-«S]-'r 
rrf„     de     do     cfK      tfs      dns 
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11  faudra  donc ,  pour  l'évanouissement  de  la  variation 
Je  l'intégrale  double  : 

1°  Que  l'équation  («),  aux  différences  partielles  entre 
les  variables  x^y^z^  subsiste  pour  toutes  les. valeurs  de 
r,^  comprises  entre  les  limites  de  cette  intégrale; 

a**  Que  pour  les  valeurs  de  ^ ,  ^  correspondant  aux 
points  situés  sur  la  ligne  de  contour  qui  limite  l'intégrale 
double,  on  ait  les  deux  équations 


ou 


Celles-ci  correspondent  aux  équations  {h)  du  n°  389, 
et  se  décomposeront  de  diverses  manières ,  suivant  les 
relations  que  la  nature  du  problème  établira  entre  les 
variations  ^x^  ^y^^z^  ^p y^q^  pour  les  points  situés  sur 
la  ligne  de  contour.  Si,  par  exemple ,  ces  cinq  variations 
sont  indépendantes  et  arbitraires,  les  deux  équations  se 
décomposeront  en  cinq  autres , 

V         n  rr  ^    d^    dS  ^    dT    dS 

V=o,  R=o,  T=o,  P^_^_=o,  Q._-.^=o. 

3**  Enfin  il  faudra  que  l'équation  S8u = o  soit  satisfaite, 
par  l'évanouissement  de  S  ou  de  8u ,  aux  points  extrê- 
mes de  la  digne  de  contour,  comme  cela  a  été  indiqué 
pour  le  cas  oîi  la  ligne  de  contour  est  réputée  invariable. 


CHAPITRE  IX. 


DES  CONDITIONS  d'iNTEGRABILITÉ  POUR  LES  FONCTIOlfS 
DIFFERENTIELLES  DE  PLUSIEURS  VARIABLES  INDEPElî- 
DANTESy  ET  DE  LEUR  INTEGRATION. 


393.  La  fonction  difTérentielle 

où  la  variable  j*  est  censée  liée  à  x  par  une  relation 
quelconque  ^=x:J:c,  équivaut  à  une  fonction  différen- 
tielle d'une  seule  variable  ùccLc^  en  désignant  pour  abré- 
ger par  £r  la  fonction 

de  sorte  que  si  l'on  pose  zzrzzfixdx,  et  par  conséquent 

on  pourra  toujours^  quelles  que  soient  les  fonctions 
<p,  i]/,  'd^  ramener  aux  quadratures  la  détermination  de  la 
fonction  z. 

Au  contraire,  si  les  variables  jcetj"  sont  considérées 
comme  indépendantes,  on  ne  pourra  pas  en  général  dé- 
terminer une  fonction  :;  de  ces  deux  variables,  telle  que 
l'équation  ytr)  soit  satisfaite,  ni  construire  dans  l'espace 
une  surface  dont  l'ordonnée  z  ail  une  différentielle  to- 
tale exprimée  par  le  second  membre  de  cette  équation* 
Car,  pour  cela,  il  faudrait  qu'on  eût 

et  par  suite  [i^3] 
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dy  dx      "  ^  ^ 

Quand  les  foocticos  ©  et  ^  vérifient  l'équation  (A),  on 
dit  que  l'équation  {a)  satisfait  à  la  condition  d'inté-- 
grabi/ité:  il  existe  alors  une  surface  dont  on  peut  repré-- 
senter  par  {et)  l'équation  différentielle,  et  par  z=2f{x^f) 
réquation  en  x^y^z. 

394.  Dans  ce  cas,  la  détermination  de  la  fonction  z 
se  ramène  aux  quadratures  ;  car,  puisque  l'on  a 

il  faut  que  la  fonction  z  soit  de  la  forme 

8;^  désignant  une  fonction  de  la  seule  variable^  qui  doit 
être  traitée  comme  une  constante  dans  l'intégration  in- 
diquée par  rapport  à  x.  De  là  on  tire,  en  vertu  de  la  règle 
de  différentiation  des  fonctions  sous  le  signey  [36GJ  : 

z=  /  (([x^Yx^  I  mK^'jJ)  —  /     '   >  ^ ^ dx\dy -^ const. 

Pour  qu'effectivement  ^f  ne  contienne  pas  x^  il  faut 
qu'on  ait 

— 'iir-- =  «' 

ce  qui  fait  retomber  sur  la  condition  d'intégrabilité  expri- 
mée par  l'équation  (^). 

Prenons  pour  exemple  la  fonction 
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,        ydx  —  xdy  * 
dz-=z  — ; — ? 

qui  satisfait   [i^S]  à  la  condition  d'intégrabilité  :  on 

aura 

/ydx        g.  X      g, 

—^  +  8/  =  arc  tang-  +  %f, 

,  û  a.arctans^  - 

a.o/  X  ^  y 

rfj  J^'  +  /'  dy 

et  par  conséquent  dans  ce  cas  très-simple, 

X 

z  =  arc  tang  — h  const, 

395.  I^orsqu'un  point  se  meut  sur  la  surËice 
z-=.f{x^f)^  et  que  chaque  ordonnée  z  ne  rencontre  la  . 
surface  qu'en  un  point,  la  différence  des  valeurs  de  z  au 
commencement  et  à  la  fin  du  mouvement,  ne  peut  dé-  . 
pendre  que  des  valeurs  initiales  et  finales  assignées  aux 
coordonnées  .r,^,  et  nullement  de  la  forme  ni  de  la  lon- 
gueur de  la  courbe  que  le  mobile  a  décrite  sur  la  surface 
entre  les  deux  points  extrêmes.  Donc,  si  l'on  établit  une 
liaison  arbitraire^=:t;j.r,  entre  les  variables  indépen- 
dantes x^'^  au  moyen  de  quoi  la  différentielle  dz  devient 
une  fonction  de  la  seule  variable  x^  la  valeur  de  l'inté- 
grale définie 

doit  être  indépendante  de  la  forme  de  la  fonction  t^. 
Donc  il  faut  que  cette  intégrale  puisse  s'obtenir,  sans 
qu'on  ait  besoin  d'assigner  de  liaison  arbitraire  entre/ 
et  .r;  comme  eu  effet  nous  venons  de  voir  que  cette  in- 
tégrale s'obtient  toutes  les  fois  que  la  différentielle  dz 
satisfait  à  la  condition  d'intégrabilité,  ou  toutes  les  fois 
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que  la  variable  z  peut  représenter  l'ordonnée  d'une  sur- 
face. 

Si  pourtant  les  deux  fonctions  cp,  i]/,  ou  l'une  d'entre 
elles,  devenaient  infinies,  ou  passaient  brusquement  d'une 
valeur  finie  à  une  autre  dans  l'étendue  de  l'intégration, 
les  conclusions  qui  précèdent  devraient  être  modifiées. 
£n  effet,  il  pourrait  alors  y  avoir  plusieurs  points  de  la 
surface  dont  la  projection  en  xj  serait  la  même,  ou  plu- 
sieurs valeurs  de  z  correspondant  au  même  système  de 
valeurs  des  variables  Xjj".  en  sorte  que  la  différence 
z — Zo  ne  dépendrait  plus  seulement  des  valeurs  initiales 
et  finales  de  a;,jr,  mais  dépendrait  aussi  de  la  série  des 
valeurs  par  lesquelles  xetj^  ont  passé,  ou  de  la  courbe 
que  le  point  mobile  a  décrite  sur  la  surface. 

Si  par  exemple  la  surface  est  une  sphère  coupée  dia- 
métralement par  le  plan  horizontal  des  .r^,  et  que  le 
mobile,  partant  d'un  point  de  l'hémisphère  inférieur 
dont  les  coordonnées  horizontales  sont  ^^,^09  arrive  à 
un  point  dont  les  coordonnées  horizontales  sont  .r,jK,  la 
différence  z — z^  changera,  selon  que  ce  point  extrême 
appartiendra  à  l'hémisphère  inférieur  ou  à  l'hémisphère 
supérieur  :  mais,  dans  ce  dernier  cas,  les  valeurs  de  cp,  ^ 
auront  passé  par  l'infini  entre  les  limites  des  intégrations; 
car  l'équation  de  cette  sphère  est  de  la  forme 

d'oïl 

valeurs  qui  deviennent  infinies,  quand  on  a 


/      I 
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OU  quand  le  point  mohile  pénètre  le  pla..  ^jj  pour 
passer  de  riiémisphère  inférieur  sur  riiéniispbère  supé- 
rieur. 

396.  Ces  considérations  s'étendent  à  des  fonctions 
d'un  nombre  quelconque  de  variables.  Ainsi,  pour  qu'il 
existe  une  fonction  u  de  trois  variables  indépendantes 
x^y^Zj  susceptible  de  satisfaire  à  l'équation  diffé- 
rentielle 

du  =  Xdx  +  Yrfj  +  Yéfe,  (c) 

où  X,  Y,  Z  désignent ,  pour  abréger,  des  fonctions  des 
trois  variables  ^,jr,5,  il  faut  qu'on  ait  [129] 

dX._dY^     dK_dZ       dY_dA  ,. 

df       dx        dz        dx       dz       dy 

Réciproquement,  lorsque  ces  équations  de  condition 
sont  satisfaites,  ou  détermine  la  fonction  u  par  une  suite 
de  quadratures.  Ainsi  l'on  a 

u  ^=^flLdx  H-  8(j,^), 

d'où  l'on  tire,  en  différentiant  sous  le  signe  y, 


^— Y—  Ç 
dy  J 


dy  dy 


et  par  conséquent 

Pour  déterminer  la  fonction  yz^  on  remarquera  que 

dz  J  dz    ^  dz     '^ 

mais,  d'un  autre  coté,  en  vertu  de  la  précédente  équa- 
tion, 

dz      —J  Uz      J  dydz'^r^^  HT  ' 


donc 


QfA> 


/S'^-ZCS-ZS'^y^' 
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et  enfin 

u  =.Jxdx  +J(y  -J^  dxyy 

Pour  que  la  fonction  6(^,2)  ne  contienne  pas  x,  il  faut 
qu'on  ait 

dx      dy         * 

cette  condition  étant  satisfaite,  Xz  ne  contiendra  pas  x^ 

si  l'on  a  en  outre 

^     rfX_ 

dx       dz  ^ 

et  enfin  -fz  ne  contiendra  pasjr^  pourvu  qu'on  ait 

dy       dz 
On  retrouve  donc  ainsi  les  trois  équations  {d). 
397.  Lorsque  la  fonction 

qui  satisÊiit  à  l'équation  {c\  a  une  valeur  déterminée  et 
unique  pour  chaque  point  de  l'espace,  ou  pour  chaque 
système  de  valeurs  des  coordonnées  x^jr^z^  si  l'on  imagine 
UQ  point  matériel  mobile,  pour  lequel  la  grandeur  u 
prenne  en  chaque  instant  la  valeur  qui  lui  est  assignée 
par  l'équation  (^),  et  si  ce  mobile  passe  du  point  (^0:^09^0) 
au  point  (a:^,z),  la  différence 

ne  peut  dépendre  que  des  valeurs  initiales  et  finales  at- 
tribuées aux  coordonnées  a:,^,z,  et  nullement  de  la  forme 
ni  de  la  longueur  de  la  courbe  que  le  mobile  a  décrite 
dans  l'espace  entre  les  deux  points  extrêmes.  Donc ,  si 

T.    II.  1  1 
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l'on  établit  des  liaisons  arbitraires  ^=-^0:,  2=x<^» 
entre  les  variables  x^y,^z^  au  moyen  de  quoi  la  différen- 
tielle totale 

du  =  TJlx  +  Xdy  +  Zrfz 

devient  une  fonction  de  la  seule  variable  x^  la  valeur  de 
l'intégrale 

u — u^=:l     {Xjdx'\'Ydf+Ydz) 

doit  rester  indépendante  de  la  forme  des  fonctions  xij  et  j^. 
Donc  il  faut  que  la  valeur  numérique  de  cette  intégrale 
puisse  se  calculer,  sans  qu'on  ait  besoin  d'assigner  de 
liaisons  arbitraires  entre  2,  jr  et  x.  Le  calcul  du  n"  pré- 
cédent confirme  cette  vue  à  priori,  en  faisant  voir  com- 
ment,  lorsque^les  conditions  d'intégrabilité  sont  satis- 
faites, la  fonction  u  se  détermine  par  une  suite  de  qua- 
dratures, sans  qu'il  soit  nécessaire  d'établir  de  liaisons 
entre  les  variables  indépendantes. 

Toutefois,  les  formules  de  quadrature  pourraient  de- 
venir illusoires,  quant  à  l'évaluation  de  la  quantité  ££ — u^j 
si  les  fonctions  X,  Y,  Z,  ou  seulement  l'une  d'entre  elles, 
devenaient  infinies  ou  passaient  brusquement  d'une  va- 
leur finie  à  une  autre;  et  en  effet  il  pourrait  arriver  dans 
ce  cas  que  plusieurs  valeurs  de  u  correspondissent  à  uq 
même  système  de  valeurs  des  variables  o;,^,  2;  en  sorte 
que  la  différence  u — 11^  ne  dépendrait  plus  seulement  des 
valeurs  initiales  et  finales  de  x^j^z,  mais  dépendrait 
aussi  de  la  série  des  valeurs  par  lesquelles  ces  variables 
ont  passé,  ou  de  la  courbe  décrite  dans  l'espace  par  le 
point  supposé  mobile. 

398.  On  rencontre  fréquemment  en  mécanique  des 
équations  de  la  forme 
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dans  lesquelles  X^Y^Z,  fonctions  des  trois  coordonnées 
JT,^,  Zj  désignent  les  forces  qui  sollicitent  un  point  mo- 
bile parallèlement  aux  axes  des  coordonnées;  et  des 
théorèmes  importants  sont  subordonnés  à  la  condition 
que  Tint^rale 

ait  une  valeur  indépendante  des  relations^;rizi^a:,2z=j^j;, 
ou  ne  dépende  que  des  positions  extrêmes  du  point 
mobile,  et  non  de  la  ligne  qu'il  a  décrite  en  passant  de 
l'une  à  l'autre.  Or,  pour  que  cette  condition  restrictive 
soit  satisBsiite,  il  ne  suffit  pas,  ainsi  qu'on  a  coutume  de 
l'énoncer,  que  les  fonctions  X,  Y,  Z  satisfassent  aux 
équations  (âQ,  de  manière  que  l'équation 

Xdx  +  Xdy  4-  Zrfz=  o 

soit  l'équation  différentielle  commune  à  une  série  de 
surfaces  qu'on  obtiendrait  en  faisant  varier  la  constante 
c  dans  l'équation  u — Wo=c,  ou 

U  faut  encore  que  la  fonction  u  et  ses  dérivées  partielles 
X,Y,Z  ne  deviennent  point  infinies  dans  l'étendue  des 
intégrations  ;  et  qu'à  un  même  système  de  valeurs  des 
coordonnées  x^jr^Zy  ne  correspondent  pas  plusieurs 
valeurs  réelles  de  c,  de  telle  sorte  que  les  diverses  sur- 
faces dont  il  vient  d'êtœ  question  puissent  avoir  des  points 
communs. 

^399.  D'après  toutes  ces  explications,  on  voit  que  la 
théorie  de  la  variation  des  intégrales,  exposée  dans  les 
deux  chapitres  précédents,  se  rattache  naturellement  à 
la  recherche  des  conditions  d'intégrabilité ,  pour  les 
fonctions  différentielles  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes. Il  s'agit  en  effet  dans  cette  recherche  de  trouver  . 

II . 
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]es  conditions  pour  que  les  changements  de  valeurs  on 
les  variations  d'une  intégrale  définie  ne  dépendent  que 
des  valeurs  initiales  et  finales,  assignées  aux  variables 
qui  entrent  sous  le  signe  ^  et  nullement  des  liaisons 
qu'on  pourrait  arbitrairement  établir  entre  ces  variables 
dans  l'étendue  de  l'intégration.  Or,  c'est  à  quoi  s'appli- 
quent immédiatement  les  formules  pour  la  variation  des 
intégrales,  dans  lesquelles  on  fait  usage  de  ralgorithme 
de  Lagrange. 

Admettons  que  la  fonction  différentielle  pour  laquelle 
on  veut  trouver  les  conditions  d'intégrabilité,  renferme, 
outre  les  variables  x^jr^  leurs  différentielles  des  divers 
ordres  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement.  Pour  que  cette 
fonction  ait  un  sens  intelligible,  il  faut  qu'elle  se  réduise 
à  une  fonction  de  la  seule  variable  x^  quand  on  assigne 
entre  x  etj'  une  relation^ =xj^  :  il  faut  par  conséquent 
que  cette  fonction  prenne  la  forme 

lorsqu'on  y  traite  x  comme  une  variable  indépendante, 
et^  comme  une  fonction  de  x.  L'intégrale  de  cette  fonc* 
tion,  si  elle  peut  en  avoir  une  indépendamment  de  toute 
relation  entre  x  etjr^  sera  de  la  forme 

de  sorte  que  l'on  pourra  poser 

et  il  s'agit  de  savoir  si  la  valeur  de  l'intégrale  contenue 
dans  le  second  membre  de  cette  dernière  équation  peut 
rester  indépendante  de  la  relation  arbitraire  qu'il  faut 
nécessairement  établir  entre ^  et  x  pour  rendre  la  qua- 
drature possible,  par  les  procédés  ordinaires. 

Afin  de  conserver  les  notations  employées  dans  Far- 
vant-dernier  chapitre,  écrivons 
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nous  aurons 

+  (Y(') ^+  etc.)  (*y — r'**)  -f-  etc. 

rr..    «rx-(')    rf-Yw    rf^c)        T..      ,.  -^ 

Cette  équation  se  déduit  de  la  formule  (A)  du  n®  SyS, 
en  omettant  les  termes  qui  se  rapportent  à  la  limite  in- 
férieure de  l'intégrale,  parce  que  les  valeurs  de  o:,^,^',  etc., 
à  cette  limite  sont  censées  constantes,  et  en  supprimant 
Findice  (i),  pour  mieux  marquer  que  nous  considérons 
comme  variables  les  valeurs  de  x^y^f^  etc.,  qui  se  rap- 
portent à  cette  limite  supérieure. 

Maintenant, si,  par  la  forme  de  la  fonction  /'ou  VyOn 
a  identiquement 

^      rfY(0      rf"Y(»)      rf'Y(3) 

il  est  clair  que  la  variation  de  l'intégrale  ne  dépendra 
plus  que  des  variations  des  quantités  x^^y,  etc.,  qui  se 
rapportent  à  la  limite  supérieure;  de  façon  qu'elle  res- 
tera indépendante  de  la  relation  arbitrairement  établie 
entre  /-  et  x  dans  l'étendue  de  l'intégration. 

Donc  l'identité  (g)  exprime  la  condition  d'intégrabilité 
de  la  fonction y^  ou  la  condition  pour  que  cette  fonction 
ait  une  intégrale  F,  de  l'ordre  immédiatement  inférieur. 
Lors  même  que  la  fonction  F  ne  comporterait  pas  d'ex- 
Qression  par  les  signes  élémentaires  de  l'analyse,  on 
Pourrait  toujours  en  assigner  numériquement  la  valeur, 
lour  chaque  système  des  valeurs  initiales  et  finales  des 
uantités   Xj/^y^  etc. ,  en  calculant  arithmétiquement 


/: 
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[Sao],  avec  une  approximation  indéfinie,  l'intégrale 

^  après  qu'on  aurait  établi  entre  j-  et  œ,  pour  rendre  le 
calcul  arithmétique  possible,  une  relation  arbitraire 
dont  la  forme  n'influerait  pas  sur  la  valeur  de  l'intégrale; 
puisque,  par  hypothèse,  l'équation  (g)  est  identiquement 
verihee. 

*400.  D'ailleurs,  en  vertu  de  cette  même  équation  (^), 
on  a  [375] 

2,Y,Y^'V  . .  Y^"""'^  désignant  des  fonctions  connues  de 
x^j^y^y j  etc.  Or,  rien  ne  s'oppose  maintenant  à  ce 
qu'on  remplace  la  caractéristique  ^  par  e/,  en  écrivant 
^=a£r4-Yrf7H-Y(0^/4-Y^»)^y'+...+Y(«-0rf^«-O.   (A) 

Par  conséquent  l'on  a,  pour  déterminer  F  en  fonction 
de  x^j^y ^. .  .^^""'^  considérées  comme  variables  indé- 
pendantes, une  équation  de  même  forme  que  celles  qui 
ont  été  traitées  au  commencement  de  ce  chapitre  :  et 
comme  le  même  procédé  d'intégration  s'y  applique,  il  en 
résulte  que  la  détermination  de  la  fonction  F  se  ramène 
toujours  à  une  suite  de  quadratures. 

A  la  vérité,  ceci  suppose  :  i**  que  les  facteurs 
S,  Y,  Y^'^,  etc.  ne  contiennent  pas  de  dérivées  de^  supé- 
rieures par  leur  ordre  à  ^^"-');  2*^  que  l'équation  (A)  sa- 
tisfait en  outre  aux  conditions  d'intégrabilité  exprimées 
par  les  équations 

rfS d\       dE rfY(') 

djr        dx  '      dy  dx  ^       '  j 

Mais  remarquons  que,  si  toutes  ces  conditions  n'étaient    ! 
pas  satisfaites,  il  y  aurait  contradiction  à  admettre  que    | 

i 
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F  est  fonction  des  seules  variables  Xjj^ ^ . .  ./^""'^  con- 
sidérées comme  indépendantes;  ce  qui  est  pourtant, 
d'après  ce  qui  précède,  une  conséquence  de  l'identité  {g). 
Donc,  l'existence  de  la  fonction  F,  dans  le  cas  de  l'iden- 
tité ig)^  ayant  été  démontrée  par  des  raisonnements  in- 
dépendants de  la  forme  de  l'équation  {ji)y  nous  pouvons 
être  assurés  que  cette  équation  satisfait  aux  conditions 
d'intégrabilité,  et  nous  en  prévaloir  pour  affirmer  que  la 
fonction  F  est  toujours  susceptible  de  s'exprimer  sous 
forme  finie,  par  une  suite  de  quadratures. 

Lagrange  s'est  contenté  de  démontrer  que  la  fonction 
F  peut  toujours  s'obtenir  par  un  développement  en  série, 
ce  qu'on  regardait  alors  comme  suffisant,  et  ce  qui  ne 
satisferait  plus  aujourd'hui  les  géomètres,  puisque  la 
série  obtenue  peut,  comme  celle  de  Taylor,  et  à  plus 
forte  raison,  tomber  en  défaut  ou  cesser  d'être  conver- 
gente. Les  démonstrations  plus  anciennes  ont  paru*  à  ce 
grand  géomètre  obscures  ou  trop  compliquées  (^).  Le 
raisonnement  qui  précède  suppose  seulement  que  les 
fonctions  S,T,T^'^  etc.,  n'éprouvent  pas  de  solutions  de 
continuité  du  premier  ordre. 

*  401.  Prenons  pour  exemple  la  fonction 

V  =f{x,y,  7',  f)  =  xf+xy+x: 
on  a 

^=^=^''   Y^'^=^=^'    ^^'=^="' 


—  V  —  I  ==  O 

da;        •^'       dx   ~    '        do^ 


) 


par  conséquent  l'équation  {£)  est  satisfaite,  et  il  vient 

(')  Leçons  sur  le  calcul  des  fonctions ,  ai*  leçon. 
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OU 

*F  =  (j:+/)  Jj:H- (y— i)  air  H-^*/, 
ou  bien  enfin 

On  reconnaît  sans  difficulté  que  le  second  membre  de 
cette  équation^  considéré  comme  fonction  différentielle 
des  trois  variables  indépendantes  x^jr^^  satisfait  aux 
trois  conditions  d'intégrabilité  indiquées  au  n®  396;  et 
l'on  en  conclut,  par  les  formules  de  ce  n^, 

F(jr,  7,  /')  =z  ar* + j^  —  27  +  27'^  +  consU 
On  peut  se  proposer  de  généraliser  ce  qui  précède, 
en  recherchant  les  conditions  d'intégrabilité  d'une  fonc- 
tion qui  contiendrait  plusieurs  variables  indépendantes 
avec  leurs  différentielles  des  divers  ordres;  ou  bien  en 
cherchant  les  conditions  pour  qu'une  fonction  différen- 
tielle de  l'ordre  n  ait  non-seulement  une  intégrale  de 
l'ordre  immédiatement  inférieur  n — i,  mais  encore  une 
intégrale  de  l'ordre  n — 2,  ou  de  l'ordre  n — 3,  et  ainsi 
de  suite.  De  semblables  questions  comportent  de  trq) 
rares  applications  pour  qu'il  y  ait  lieu  de  s'y  arrt- 
ter  ici. 


^CHAPITRE  X. 


DES   INTEGRALES    DlÊFlNIES     PRISES    ENTRE    DES   LIMITES 
SPECIALES. DIVERS   EXEMPLES    DE    DÉTERMINATION 


d'intégrales  DÉFINIES. 


402.  Lorsque  l'intégrale  indéfinie  y^rdtr  ne  peut  pas 
s'exprimer  algébriquement  ou  par  les  fonctions  transcen- 
dantes dont  on  a  des  tables  y  l'intégrale  définie 

fxdx  (i) 


X 


ne  peut  en  général  être  calculée  qu'approximativement, 
par  les  séries  ou  par  le  procédé  de  sommation  arithmé- 
tique dont  il  a  été  question  plusieurs  fois  [32o]  :  mais 
dans  ce  cas  même  il  arrive  souvent  que ,  pour  certaines 
fleurs  spéciales  des  limites,  appropriées  à  la  forme  de  la 
fonction  y^  telles  que 

o,     zboD,    itiy    dzTT,     etc., 

la  valeur  de  l'intégrale  (i)  s'obtient  exactement  et  direc- 
tement ,  sans  qu'on  ait  à  passer  par  l'intégrale  indéfinie. 
Il  arrive  aussi  que  l'intégrale  prise  entre  ces  limites 
spéciales ,  lors  même  qu'on  l'obtient  par  une  intégration 
indéfinie,  prend  une  expression  beaucoup  plus  simple, 
DU  jouit  de  propriétés  remarquables  qui  n'appartiennent 
plus  à  la  même  intégrale,  prise  entre  des  limites  quel- 
conques. On  pourrait  attribuer  la  dénomination  (tintée 
craies  définies  spéciales  à  celles  dont  on  vient  d'indi- 
quer sommairement  les  caractères  distinctifs  :  le  calcul 
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et  ia  théorie  de  ces  intégrales  forment  maintenant  une 
branche  très-importante  de  l'analyse. 

Pour  éclaircir  ce  sujet^  supposons  que  l'on  demande 
la  valeur  de  l'intégrale  définie 


/ 


*  sin*  xdx  : 
o 


on  remarquera  que  cette  valeur  est  évidemment  la  même 
que  celle  de  l'intégrale 


/ 


^co^^xdx, 


puisque,  dans  l'intervalle  de  o  à  ^tQj  sin  x  et  cos  x  pas- 
sent suivant  un  ordre  direct  ou  inverse  par  la  même 
série  de  valeurs.  Donc 

*sin"^cîr=-  /  ^U\tî'x  +  cos^ x\ixz=i-  1  *dx:=z-* 
o  Vo  ^  Vo  4 

A  la  vérité  on  obtiendrait  le  même  résultat,  sans  recou- 
rir à  la  considération  que  nous  venons  d'employer ,  en 
effectuant  l'intégration  indéfinie ,  qui  est  possible  dans 
ce  cas,  et  qui  donne 

ysin*  X dx=:  ^ X "^  ^s\n  ^x  +  const. 

Aussi  notre  but  a-t-il  été  seulement  de  montrer  com- 
ment des  rapports  convenables ,  entre  les  limites  de  l'in- 
tégrale et  la  forme  de  la  fonction ,  peuvent  conduire  à 
l'évaluation  de  certaines  intégrales  définies ,  sans  qu'on 
ait  besoin  de  passer  par  les  intégrales  indéfinies. 
403.  Soit  encore  l'intégrale 


/ 


00 

c^dx  : 
o 


si  nous  la  multiplions  par  une  autre  intégrale  de  même 
forme,  où  nous  écrirons  seulement ^  au  lieu  de  ^,  le 


/:/ 
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produit  des  deux  intégrales  simples  équivaudra  à  l'inté- 
grale double 

e-^'^-^y^Uydx.  (2) 

En  effet,  lorsque  les  limites  des  deux  intégrales  simples 

ffxdx,     ffydx, 

ne  dépendent  point ,  pour  la  première  de^ ,  pour  la  se- 
conde de  X ,  leur  produit  est  égal  à  la  somme  qu'on  ob- 
tient en  multipliant  chaque  élément  de  la  première  par 
chaque  élément  de  la  seconde,  c'est-à-dire  à  l'intégrale 

double 

fffxAy.dydx^ 

pour  laquelle  les  limites,  par  rapport  à  chaque  variable, 
sont  les  mêmes  que  celles  des  intégrales  simples. 

Posons  maintenant  ^=^^,  /  désignant  une  nouvelle 
variable,  d'où  [357]  dx^=ixdt\\e!&  limites  de  t  seront 
encore  o ,  ôo  ,  et  l'intégrale  (a)  deviendra 

/      e-*^^^'^^)xdx  .£&=-/       — — :;  =  -T  w. 
Donc 

(/."  •-■*)  (/."  '-'''"')=U''  •-'^)  " = i  '• 

et  par  conséquent 

o  a 

résultat  d'une  grande  importance  et  d'une  application 
fréquente.  L'artifice  de  calcul  qui  nous  a  donné  la  valeur 
de  l'intégrale  (a),  oe  réussit  que  parce  que  les  limites 
sont  o  et  00  :  entre  d'autres  limites  l'intégrale  feF^dx 
constitue  une  fonction  irréductible  aux  traiiscendantes 
usuelles,  ou  une  transcendante  qui  doit  avoir  sa  table 
propre ,  et  dont  nous  avons  donné  plusieurs  expressions 
en  séries  [317]. 


/ 
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On  conclut  immédiatement  de  Féquation  (a) 
et  en  remplaçant  x  par  .r^ô, 


-00 


/= 


^    e-^dx=^'' 


00  Vl 

Différentions  i  fois  de  suite  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion par  rapport  à  0 ,  suivant  la  règle  du  n"*  366 ,  et  fai- 
sons ensuite  0=1  :il  vient 

00 


/- 


—00  a' 


On  a  d'ailleurs ,  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  po- 
sitives de  /, 

/•oo 

«-**a:»*+'«te=o, 


/.: 


puisque  l'intégrale  est  composée  d'éléments  qui  se  dé- 
truisent deux  à  deux. 

On  doit  remarquer  l'artifice  de  calcul  qui  consiste  à 
tirer  de  la  valeur  connue  d'une  intégrale  définie ,  celle 
d'une  autre  intégrale  définie  prise  entre  les  mêmes  li- 
mites, et  que  l'on  fait  dériver  de  la  première,  en  diffé- 
rentiant  ou  en  intégrant  celle-ci  sous  le  signe^/'[366] 
par  rapport  à  un  certain  paramètre.  C'est  ainsi  qu'eu 
intégrant  par  rapport  à  m^  entre  les  limites  (it.,  v,  les 
deux  termes  de  l'équation 


/. 


O  FIS 


on  trouve 


Au  contraire  ,  si  l'on  différentie  i  fois  de  suite,  par  rap' 
port  à  m^  l'équation 


I 
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/^^      dx      % 

Jo    x^'  +  m       aV/m' 

il  viendra 

y"**  i«a.3...2'    ,  1.3.5... (2/—  i)w 


W 


(Toù 

y**_^_ ^       I.3.5..  .(ai— i)  TT 
o    (^*  +  ^>+'      /wVm*     a. 4. 6... ai      'a' 

404.  Les  géomètres  ont  calculé  par  des  méthodes  très- 
variées  les  valeurs  d'un  grand  nombre  d'intégrales  défi- 
nies :  nous  donnerons  comme  exemples  les  formules 
d'une  démonstration  plus  simple  ou  d'un  usage  plus  fré- 
quent, en  commençant  par  les  cas  où  la  valeur  de  Fin- 
tégrale  définie  se  tire  immédiatement  de  l'expression 
trouvée  pour  l'intégrale  indéfinie. 

On  tire  de  la  formule  (|x)  du  n"*  Sog 

/.  „    ,             sini*""'a:cosa7       f*  —  i   /*  .  , 

sin»*j«fac=3— . H^ /  sm»*-*jrcir, 

et  de  la  formule  (v) 


/,         sin  X  cos*""*  X      V  —  I  /*  , 

cos';rcM:= 1 1  cos''^*xax^ 
V                         V     7 


foi 


ou 


1  *sin«*a?rfa?=^- /  *  sm^^^xdx. 

Jo  ^    Jo 

^QOs'*xdx=^ 1  *cos*-**a?fltr. 

Comme  les  mêmes  formules  de  réduction  s'appliquent 
aux  intégrales  qui  entrent  dans  les  seconds  membres, 
on  a ,  en  désignant  par  %i  un  nombre  pair  quelconque , 

y*â  .         ,         fl  .        1.3. 5... (ai — i)  %     ... 

o  J o  2.4.6.  ,.ai       a'  ^  ^ 
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et  en  désignant  par  a/-j-i  un  nombre  impair  quelconque, 

y*  sin*'+«  xdx  =  I  '  cos»*+'  xcLv  =  ^   ^  V  '■ x*   W 

o  Jo  3.5.7. ..(2«  +  l) 

Or,  il  est  à  remarquer  que  Ton  peut  toujours  prendre 
le  nombre  /  assez  grand  pour  que  les  valeurs  des  inté- 
grales 

psm^^-^^xdx,     psm^^xdx  (3] 

diffèrent  d'aussi  peu  qu'on  voudra  des  intégrales 

j^  sin*'+"  ar«ir,     /  '  svn}*xdxj  (4) 

e  désignant  un  nombre  positif  susceptible  de  décroître 
au-dessous  de  toute  limite.  En  effet  l'on  a 

/  *     s\n^xdx<l 6jsin*r ej, 

et  le  second  membre  de  l'inégalité  peut  évid^nment, 
quelque  petit  que  soit  e,  tomber  au-dessous  de  toute  gran- 
deur donnée  ,  pour  une  valeur  convenable  de  l'expo- 
sant k. 

Maintenant  l'on  peut  prendre  e  assez  petit  pour  que 
les  intégrales  (4)  différent  chacune  d'aussi  peu  qu'on 
voudra  de  l'intégrale 


Â 


dx  =  e, 


—  ( 
2 


et  pour  que  leur  rapport  diffère  d'aussi  peu  qu'on  vou- 
dra de  l'unité  :  donc,  pour  des  valeurs  suffisamment 
grandes  du  nombre  ^ ,  le  rapport  des  intégrales  (3)  diffé- 
rera de  l'unité  d'aussi  peu  qu'on  voudra. 

On  en  conclut  que  le  rapport  des  deux  fractions  for- 
mant les  derniers  membres  des  équations  [b)  et  (c)  tend 
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Indéfiuiment  vers  l'unité,  pour  des  valeurs  indéfiniment 
croissante^  de  /.  Donc 

ir a.2.  4*4*   6.6.   8.8,«. 

2       1.3.  3,5.   5.7.   7.9... 

Cette  expression  du  nombre  tt,  en  produit  continu  d'une 
infinité  de  facteurs ,  est  due  à  Wallis  :  on  la  retrouve  de 
diverses  manières. 
405.  Soit  demandée  la  valeur  de  l'intégrale 


/- 


00 


-«'fe'^' 


^désignant  une  fonction  algébrique  rationnelle,  et  Fx 
une  autre  fonction  algébrique  rationnelle,  dont  le  degré 
surpasse  au  moins  de  deux  unités  celui  àe/x^  et  telle 
que  l'équation  Fj7:=:o  n'ait  que  des  racines  imaginaires, 
afin  que  la  fonction  sous  le  signe  ne  passe  point  par 
l'infini,  dans  l'étendue  de  l'intégration.  Si  l'on  désigne 
par  a±pi/IZ7  un  couple  de  racines  imaginaires  conju- 
guées de  l'équation  F^=o,  l'intégrale  demandée  sera 
la  somme  d'intégrales  partielles  de  la  forme 

les  constantes  P  et  Q  étant  données  par  l'équation 

F      '^»^-'— F'(a  +  pu/^)'  W 

dans  laquelle  on  transforme  très-simplement  l'équation 
(3)  du  n"  396. 
On  a  sans  difficulté 

2QS/       , r- -=aTCQj 

quant  à  l'intégrale 

(x — a)da:    /""        tdt 


r*       (x—(t)da:    _/•*    _ 


+  P-' 
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elle  ne  peut  être  considérée  [3^4]  que  comuie  la  limite 
d'une  autre  intégrale 

^      tdt 


f: 


dans  laquelle  (jl  ^  v  désignent  des  nombres  arbitraires  et 
8  un  facteur  qui  converge  indéfiniment  vers  zéro.  Or 
on  a 

d'où,  en  faisant  6=o,  pour  passer  à  la  limite, 

expression  indéterminée,  à  ceux  de  l'indétermination 
des  nombres  (x,  v. 

Désignons  maintenant  par  a,±  p,j/Iir,  a,dt  p,j/Z!I, 
etc. ,  les  autres  racines  imaginaires  de  l'équation  F.2r=^,    , 
et  par  P„  Q,,  P„  Q„  etc. ,  les  valeurs  correspondantes 
de  P ,  Q  :  il  viendra 

n^Y^'^=^''^'J^\_^^^  +  Qa  +etc.)    \ 

+  i(P+P.  +P,  +  etc.)log  (^^ 

D'un  autre  côté  Ton  a  identiquement 
>       2P(^— a)+2Qp       2P,(a;-a,)+2Qp,   j 


\ 


d'où  il  est  facile  de  conclure  que ,  si  l'équation  de  coa 

dition 

P  +  P,H-P,  H-etc.  =  o 

n'était  pas  satisfaite,  le  plus  haut  exposant  de  x  dansfx 
ne  serait  inférieur  que  d'une  unité,  contre  l'hypothèse, 
au  plus  haut  exposant  de  x  dans  Fx.  Donc  on  a  siin- 
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plement,  dans  l'hypothèse  admise, 

r^^£iF==27r(QH-Q,-hQ,+etc.), 

valeur  d'où  a  disparu  tout  symbole  d'indétermination. 

Si  les  fonctions  fx^  F^  ne  renferment  que  des  puis- 
sances paires  de  x,  on  aura  aussi 

406.  Âpphquons  cette  analyse  à  Tintégrale 


/ 


dans  laquelle  nous  supposerons  m<n^m  ein  désignant 
d'ailleurs  des  nombres  entiers  positifs.  L'équation  (5)  de- 
vient dans  ce  cas 

et  il  faudra  [79]  y  substituer  successivement  pour 
a-|-P|/ — 1  les  diverses  valeurs  que  l'on  tire  de  la  for- 
mule 

(a«  +  i)TC           . —     .    (2t+l)lC 
cos^ —       ^    +  V/— i.sm^— ' ^, 

en  donnant  successivement  à  /  les  valeurs  o,  i ,  a ,  3, . .  . 

Or,  on  a  par  la  formule  de  Moivre  [77], 

[(a«  +  i)7r         . .    (ai-h  i)7cl 
cos^           ^    +  l/— I .  sm^^ ^ 
a/t                                  a/1       J 

(am+i)(a/+i)w  .      . —     .    (a/nH-i)(ai+ i)7r 

= — cos^^ ^-^ —  +  U^— i.sin^ ^-^ ^• 

an  an 

Posons^  pour  abréger, 

T.  n.  lî^ 


an — am— I 
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a/»+  I 


2/Z 

l'ëquation  (6)  donnera 
a/i(P,-.Q/i/=:ï> 


=*,  W 


— cos(2e+i)Aw  +  ï/'— I  .sin  (a«+i)A7r' 
et  par  suite 


I 


/. 


Qi  =  —  sin  fa*+ 1)^^, 
-=: —  [sinA-7r+.sin3^7c-|-...+sin(2/i-i)^].  (8) 

Celte  expression  peut  être  simplifiée  :  car  soit 
S=sinM-4-sin(a-|-(')+sin(«  +  2^)+...+  sin[M+(/i— i)^]j 

multiplions  les  deux  membres  de  l'ëquation  par  a  cost^, 
et^  la  multiplication  effectuée,  transformons  chaque  terme 
du  second  membre  au  moyen  de  la  formule 

2 sin(tt  +  ru) cos u  =  sin  [u  +  {r  + 1)^]  +  sin  [u  +  Çr—  i)v]^ 

qui 'dérive  elle-même  de  la  relation  connue 

2  8in/>cos5r  =  sin(/î  +  y)4-8in(/?  —  y)  : 

nous  trouverons 

aScos  ('=sin(M— t*)— sin  M-f -28— sin  [m+(/î— i)^]-hsin(«-|-/i('), 

d'où 

—  sin  (a  —  j')  H-  sin  w  +  sin  [a  H-  (/i  —  i )v]  —  sin  (u  -h  nv) 

2(1  —  cos  u) 

Faisons  dans  cette  dernière  équation  u  =  kTZy  çz=z*ik%'. 

.  .    .     w 

S  désignera  le  polynôme  qui  multiplie  —  dans  l'équa- 

tion  (8),  et  il  viendra 

^       2  sin Xrnr  +  sin  (2/1 — i)^tc — sin  (2/1+1)^ 

2(1  —  coshIck) 
Mais  on  a 

sin (a/î ±  i)kK  =  sin  [inJcK ±  Jn:)  =  sin  [(2/w  4-  i)7C ±^] 

=  ip  sin  In:, 
I  —  cos  a^Tu  =  2  sin"  kiz  : 
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donc 


/. 


*  x^'^dx  "K 


7C 


/ 


(d) 


2n 
Cette  formule  remarquable  a  été  donnée  par  Euler.  On 
en  tire 

o  I  +/  sin^TT 
sn  posant  ^=x*".  Cette  dernière  équation  subsiste  pour 
des  valeurs  quelconques  de  k  comprises  entre  o  et  i  : 
car ,  quelles  que  soient  ces  valeurs ,  on  pourra  trouver 
des  nombres  entiers  /72,  /iqui  satisfassent  à  l'équation  (7)^ 
avec  telle  approximation  qu'on  voudra,  et  qui  de  plus 
vérifient  Tinégalité  m<n. 
On  trouverait  par  un  calcul  analogue 

l     ^^^1  — *^°  2^+sin  4^4- ...+  sina  {n — i)!^^] 

in  tang  ^  ^ 


/. 


un 
o     r — y       tangATT 


w 


407.  Les  formules  (i)  du  n^  3i4  donnent 


e-"  sin  ixdx  =  -—-r — rr  •  j 
1       e~^'cosbxdx=—- — 7-.  ] 


(/) 


Multiplions  C€s  équations  par  da  et  intégrons  entre 
les  limites  c ,  a ,  il  viendra 

«>^-« — e-"     ...  a  c 


•  sin  bxdx  =  arc  tang  y  —  arc  tang  y  j 


12. 
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Si  Ton  fait,  dans  ies  équations  qui  précèdent,  ^=0, 
a=ao ,  elles  donneront 

*  sin  iar  -  ,  tt  ,  , 

^=±~>  {jg) 


O  oc  2 

*  cos  bx  , 

eLT  =  00  . 


On  doit  prendre  le  second  membre  de  l'équation  (^)avec 
le  signe -j-  ou  avec  le  signe — ,  selon  que  la  constante 
b  est  positive  ou  négative.  D'ailleurs  la  valeur  nu- 
mérique de  cette  constante  est  sans  influence  sur  la  va- 
leur de  l'intégrale  définie  :  en  effet,  si  l'on  pose  bx:=it, 
les  limites  de  t  seront  encore  o,  oo  ,  et  l'on  aura 

Jo  X  Jo  t 

408.  On  a  par  le  théorème  de  Cotes  [79] 

(i-aacos hû)(  1—2^1  cos l-a  )...(i— aacos hû) 

^  in        ^^  in        ^    ^  TT 

=  a»'»  +  i. 
Élevons  les  deux  membres  de  l'équation  à  la  puissance  - 
et  passons  aux  logarithmes  :  il  viendra 

^-^/i— X  7ç  li-^  I  - 

2,^.    -.log(i— aacos-^- — h«')=log.(a»"-hi)«,    (9) 

22~"U,  indiquant  la  somme  des  valeurs  d'une  fonction 
U„  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  /,  de  o  à  n — 1  in- 
clusivement. 

Faisons  maintenant 

ii+ 1 


in 


.  Tç=zx  : 


lé  premier  membre  de  l'équation  (9)  deviendra 

2-  -log(i  — 2acosa7+a«},  (10) 

et  le  signe  2  indiquera  une  somme  prise  relativement 
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à  la  variable  J7,  qui  croît  par  différences  constantes  et 

égales  a  -,  de  .r  =  —  a  x  = ir  inclusivement. 

n  2/1  2/ï 

Si  Ton  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  n,  la  dif* 
férence  A.r  =  -  diminuera  de  plus  en  plus  ;  et  à  la  li- 
mite la  somme  (lo)  deviendra  l'intégrale  définie 

log  (  I  —  2a  cos  JC  -h  a^yùc. 


l 


7S 
O 


D'un  autre  côté^  pour  des  valeurs  de  n  indéfiniment 
croissantes,  la  quantité 

tend  indéfiniment  vers  la  limite  i  ou  vers  la  limite  a'*, 
selon  que  la  constante  a  est  <  ou  >   i  :  donc  on  a 


/. 


Tja  valeur  de  cette  intégrale  définie  a  été  donnée  par 
M.  Poisson;  mais  la  démonstration  précédente,  recom- 
mandable  par  sa  simplicité,  est  de  M.  Delaunay. 

409.  La  combinaison  des  symboles  imaginaires  est  un 
moyen  de  calcul  souvent  employé  pour  déterminer  des 
intégrales  définies.  Si  dans  la  formule  (a)  on  change  x 
en  ax^ce  qui  donne 


/ 


O  SA 


et  qu'on  pose  ensuite 

(i  H-  V/^)a 

elle  deviendra 

ou  bien ,  après  qu'on  aura  remplacé  l'exponentielle  ima- 


00 

sm 
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ginaire  par  sa\aleur  en  sinus  et  cosinus, 

/      (cos  a*^  — 1/~ .  sin  a^a^)dx=( ^  J  y/  -, 

équation  qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

iin  a*jr* ,dx=  —  •  \/  - > 

cosaV.££r  =  — •  \/  -• 

Celles-ci  donnent,  quand  on  remplace  cCx^^^lv  x^ 
f^  sm  xdx /**  cos  xdx y/ïf . 

Jo  V/ï  Jo  l/I  ^    2 

Les  équations  (A)  donnent  encore 

/        sin j:^ . cfcr  =  \/  -,       /        cos x^ . //jr  =  V/  - •  (A') 

Changeons  dans  la  première  x  en  x  —  Ç  :  les  limites  se- 
ront  toujours  les  mêmes,  et  il  viendra 

/oo  /•oo 

sin  (^ —  2^+  ^)dx  =zl        sin  (^-f-  Ç')  cos  aÇ^rcfe 

—  /        cos (:r'-h  Ç') sin  aÇarrfr  =  l/ - • 

Mais,  comme  cos  (.r*-|-$*)  sin  tJçjc  est  une  fonction  im- 
paire de  .r,  on  a  évidemment 


/oo 
-00 


cos  [x*  -f-  5*)  sin  i^xdx  =  o 
et  par  suite 

■•00  y— 

sin  (.r*  -4-  Ç*)  cos  2$j:  di  =  %/  - , 

— ors  «^       2 


/ 


ou 


cosÇ*/         sin  j:*cos2^ard[r-4-sin^'/         cosa:*cos  2^Étr=\/- 
y  — «  y  — <»  ^ 

En  traitant  de  la  même  manière  la  seconde  équation  (h!) 
ou  aurait 

:os 5*  /        cos  x^  cos  2^0:  ^j:  —  sin  ^*/         sin  or*  cos  2,\x  dx  =V/  : 

y— 00  y— 00  ^  * 


F 
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et  de  là  on  tire  ^ 


cos  a^  cos  a^  dx  =  (cos  Ç*  -4-  siii  Ç*) y/  -  » 

/         sin  j:*  cos  aÇar  di = (cos  f  —  sin  Ç')y/  - . 
En  observant  que  * 


(0 


sm  -  ï=  cos  -;  =  — =  > 
4  4       W^a 


(y*) 


on  mettra  ces  équations  sous  la  forme 

/        cos ^  cos  aÇa: <tF  =  l/ï.sinf  -;  +  Ç*  p 

I        sin  j:* cos  2^x dûc  ==  [/^n . sin(  -;  —  Ç*  j« 

410.  Soit 

l'intégration  par  parties  donne    - 

le-''^**sïnbx,xdxs= ~sin*^H le -''''*  cos  iarctr; 

J  2a  aay 


d'oïl 


g-fl»x»  sin  ^a: .  a:da:  =  — -  /       ^~  "''*  cos  bxdx , 

et  par  suite 

diù  b  diù  1     ,  ,, 

db  aa'  co  2a'     . 

Donc,  si  Ton  représente  par  (Oo  la  valeur  de  co  pourfc=o, 

on  a 

1     /cû\  b^  ^tL 

Mais,  d'autre  part^ 

Jo  2a' 

donc 
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r"'***  cos  bxdx  =  — ^ .  e    4a».  (k) 

Quand  on  fait  converger  a  vers  zéro ,  le  second  mem- 
bre de  l'équation  précédente  converge  vers  zéro  [89]: 
donc ,  à  la  limite ,  et  pourvu  que  b  ne  soit  pas  nul ,  on  a 


/ 


/. 


cosij?€fcr==o, 

conformément  au  résultat  trouvé  [3^5]. 
41 1.  li'intégrale  double 

/•OO     /•  00 

n  ==  /      /      2<?-/*(' +'*)  COS  by:  .ydydap 
devient,  quand  on  effectue  d'abord  l'intégration  relative 

^ r^  cos  bx .  dx 

Jo         l+X* 

Si  l'on  intégrait  d'abord  par  rapport  à  :r ,  on  aurait , 
par  la  formule  (/c) , 

Maintenant  posons 

t  =  ^ ,     dou      (    -^  )   =r-\-^b, 

dx==  -dt(i+     .  )  : 

les  limites  de  la  nouvelle  variable  t^  correspondant  à 

yznzco  ,^=0,  seront  ^=-|-oo  ,^= — 00  ,  et  il  viendra 


ié/^ 


2     ^/  — «  1^?»^ 


Or,  rinlégrale  qui  subsiste  dans  le  dernier  membre  de 
l'équation  précédente  est  nulle  pour  b>o\  car,  d'une 
part  ,  le    facteur  qui    nuiltiplie  C^^dt   sous  le  signe  / 


o. 
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est  numériquement  <  i ,  en  sorte  que  ia  portion  de  l'in- 
tégrale comprise  entre  les  limites  o,  X) ,  a  une  valeur  nu- 
mérique,  finie,  <i\yn;  et  cela  posé,  puisque  tous  les 
éléments  de  l'intégrale  changent  de  signe  avec  ^ ,  on  a 

Donc 9. pour  A>o, 

^       /*  *  cos  dxdx      7c       .  ,  ,v 

On  doit  remarquer  cet  artifice  d'analyse  qui  consiste 
à  évaluer  une  intégrale  simple  par  la  comparaison  des 
deux  résultats  qu'on  obtient  en  intervertissant  dans  une 
intégrale  douHe  l'ordre  des  intégrations. 

Si  l'on  remplace  dans  l'équation  (/)  .r  par  mx  et  h  par 

0 

-,  on  aura 

m 

*  cosbxdx        ir      _i  ,    . 


/ 


et  en  faisant  maintenant  772=0,  on  en  conclura  comme 
précédemment,,  pourvu  que  b  ne  soit  pas  nul, 

cos  bxdx  •=.  o. 


X 


Si  l'on  remplace  dans  l'équation  (/)  x  par  —  et  é  par  //lA, 

il  viendra 

*  cos  iorei^        ir 


X 


.«-'»*? 


d'où,  en  difFérentiant  par  rapport  à  h^ 

^xÀVibxdx      ir 


/. 


jw*  +a:*         2 

Dans  le  cas  où  le  paramètre  b  serait  négatif,  la  même 
analyse  conduirait  aux  formules 

C^  co%bxdx       "JT        .        C^  xûwbxdx  w      . 

/o    /w'H-ar*       irn       '    yo     /w^'H-iT*  2* 


•o<%%*<^o»«%^/»%i»%>%»i«%%»«<»<n%>»«^<t»o^»%<%%%m»»*«*«»^>*^»'»«/»*«xi»*^^>**^^'»«»*<»%>*w  •««»%*— <»**%» 


CHAPITRE  XL 


DES  mTEGRALES    DlÉFIl^lES,  GOlTSIDiREES   GOMM^    FONC- 
TIONS    DE     PA.RÂMÈTRES     VARIABLES.     FONCTIOITS 

EULÉRIENNES. 


r 

J  *o 


412.  On  peut  poser 

et  ia  fonction  F  ainsi  définie  constitue  une  transcendante 
nouvelle  si    l'intégrale   définie  qui  figure  au   premier 
nombre  de  l'équation  ne  peut  pas  s'exprimer  algébrique- 
ment, ou  par  le  moyen  des  transcendantes  dont  od  a 
déjà  des  tables,  soit  pour  des  valeurs  quelconques  des 
limites  (XoiO^i»  soit  du  moins  pour  les  valeurs  spéciale» 
attribuées  à  ces  limites.  On  peut  toujours  calculer  nu- 
mériquement, avec  une  approximation  indéfinie  [3îio], 
les  valeurs  de  F^  pour  chaque  valeur  de  ,r,  à  moins  que    i 
la  fonction  /  (^,a)  ne  passe  par  l'infini  dans  l'intervalle    ' 
des    limites  de   l'intégrale.  On  peut  aussi  soumettre  la   ;; 
fonction  F.r  à  la  différentiation  ou  à  l'intégration  par   * 
rapport  à  .r,  en   difTérentiant  ou  en  intégrant   sous  le  w 
signe  /î   sans  qu'il   soit  besoin  d'effectuer  l'intégration  s 
relative  à  la  variable  auxiliaire  a.  :? 

Les  transcendantes  dont  il  s'agit  ici ,  supposées  irré-  b 
ductibles,  sont  d'un  ordre  plus  élevé  que  les  int^  i^ 
grales 

\fxdx,  (2) 
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supposées  pareillement  irréductibles.  £n  effet,  le  carac-* 
tère  essentiel  de  ces  dernières  transcendantes  est  d'avoir 
pour  dérivées  des  fonctions  fx  qui  s'expriment  algébri- 
quement, ou  qui  sont  composées  des  transcendantes  élé- 
mentaires dont  on  a  des  tables,  tandis  que  la  dérivée 
f'x  a  une  expression 

/:  ^^^ 

de  même  nature  que  celle  de  la  fonction  dont  elle  dérive. 
Si  la  fonction  F'^  pouvait  s'exprimer  sans  le  secours  du 
signe  d'intégration  définie,  on  devrait  mettre  l'expression 
de  F^  sous  la  forme 


J  ^o 


Yxdx, 


et  alors  elle  sortirait  de  la  catégorie  des  transcendantes 
(i)  pour  rentrer  dans  celle  des  ti*anscendantes  (2). 

Une  fonction  qui  dépend  de  plusieurs  quantités  peut 
se  ranger  parmi  des  transcendantes  de  diverses  catégo- 
ries, selon  que  l'on  prend  pour  variables  telle  ou  telle 
des  quantités  qui  entrent  dans  sa  composition.  Par 
exemple  les  fonctions  elliptiques  de  première  et  de  se- 
conde espèce  appartiennent  à  la  catégorie  des  inté- 
grales (2),  si  Ton  y  considère  le  module  comme  constant 
et  la  limite  supérieure  d'amplitude  comme  variable;  et 
elles  rentrent  au  contraire  dans  la  catégorie  des  inté- 
grales (i),  si  l'on  y  considère  les  limites  d'amplitude 
comme  toutes  deux  constantes,  et  le  module  comme  une 
grandeur  susceptible  de  varier  sans  discontinuité  entre 
les  limites  o,  1. 

413.  La  fonction  /* pourrait  passer  par  l'infini,  dans 
l'intervalle  des  limites  de  l'intégrale,  sans  que  la  fonction 
Yx  cessât  d'être  continue;  et  si,  pour  une  certaine  va-* 


188  LIVRE   V.  CHAPITRE   XI. 

leur  de  a, ./  (•^9  ol)  passait  brusquement  d'une  valeur  finie 

à  une  autre,  la  fonction  F.r  n'éprouverait  pas  en  gêné-   ^ 

rai  de  solution  de  continuité.  Ceci  est  une  conséquence 

des  premières   notions  de  la  théorie  des  quadratures, 

sur  laquelle  il  n'est  pas  nécessaire  d'insister. 

Réciproquement ,    la  fonction  F  peut  éprouver  des 

solutions  de    continuité    pour   des   valeurs   de   x  qui 

ne  rendent    pas    discontinue    la    fonction  Jl   Soit  par    r 

exerople  j" 

-,  f^  sin  ow:  ,  \ 

yo         a        ^ 

on  aura  pour  les  valeurs  positives  de  .r  [4^7]?  Fx=^j 
et  pour  les  valeurs  négatives  de  la  même  variable, 
¥x=z — -Jtc.  En  conséquence,  pour  j;=o,  la  fonction 
Fx  passera  brusquement  de  la  valeur  717  à  la  valeur 
—  77c,  quoique  cette  valeur  de  jp  ne  rende  pas  di&continue 

« 

la  fonction  — De  même,  si  l'on  posait 

OL 

_         /**  OLsinouc  , 
Jo     i-4-a'       ' 

on  aurait  [4' ï]  Fx=^Tçe'~'j  ou  Fjc= — î^^^j  selon 
que  la  valeur  de  .r  serait  réputée  positive  ou  négative, 
et  Fr  éprouverait  le  même  changement  brusque  dans  sa 
valeur. 

On  en  conclut  que  l'équation 


7 


=J?^^  (3) 

a  pour  lieu  géométrique  le  système  de  deux  droites 
MN,  M'N'  (^fig,  91)  parallèles  à  l'axe  des  .r,  qui  s'éten- 
dent à  l'infini,  l'une  du  côté  des  x  positifs,  l'autre  du 
côté  des  X  négatifs,  et  qui  s'arrêtent  brusquement  aux 
points  ou  elles  rencontrent  l'axe  des^.  A  l'abscisse  o  cor- 
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respond  d'ailleurs  la  valeurj^=o,  c'est-à-dire  la  moyenne 
des  ordonnées  OM  =-;'rc,  0M'=  — -j'»^.  On  reconnaît  l'a- 
nalogie de  ces  résultats  avec  ceux  du  n^  1 1 3,  où  la  va- 
leur de  y  se  trouvait  exprimée  par  une  série  infinie,  au 
lieu  qu'ici  elle  se  trouve  exprimée  sous  forme  finie,  par 
le  moyen  d'une  intégrale  définie. 

Ceci  fait  comprendre  comment  les  intégrales  définies, 
oîi  la  variable  entre  comme  paramètre,  peuvent  être 
propres  à  représenter  des  fonctions  discontinues ,  et 
comment  le  progrès  naturel  de  l'analyse  doit  les  amener, 
dans  le  traitement  des  questions  qui  supposent,  comme 
condition  essentielle,  la  discontinuité  de  certaines  fonc- 
tions. L'emploi  des  intégrales  définies  offre  alors  cet 
avantage  sur  celui  des  séries,  qu'on  peut  aisément  faire 
subir  aux  premières  les  combinaisons  et  les  transforma- 
tions analytiques  y  de  manière  à  reporter  à  la  fin  des 
calculs  l'opération  de  quadrature  arithmétique  dont  le 
signe  d'intégration  définie  est  l'indice,  ou  à  éluder  cette 
opération,  quand  elle  n'est  pas  essentiellement  inhérente 
au  problème. 

414.  On  tirerait  de  l'équation  (3),  par  des  transfor- 
mations convenables,  d'autres  formules  appropriées  à 
d'autres  cas  de  discontinuité.  Soit,  par  exemple,  la 
fonction    . 


=/. 


^  sin  a  cos  o^  ,  . ., 

—  doL  :  (4) 


a 

on  a 

sin  a  cos aLX:=L~ [sin(i  +  x)% -h sin (i  — ^)a], 

d'où 

I  /**  sin(i--h^V  ,         I  /^'^sinri — x)aL  , 
r=-l      — ^  ^   doL+-  I      — ^^ ^rfa. 

Or,  d'après  ce  qui  a  été  prouvé,  l'intégrale 
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l 


a 


se  réduità^wpour  .r  >  —  i,  età  —  ^itpour  j;<  — i;  de 
même  l'intégrale 


/ 


sin  (i  -  x)«^^ 


00 

9111   ^JL 

a 


seréduità7iupourj:<  i  età  —  -jwpourx>  i  ni  en  résulte 
que  la  valeur  de  ^  est  |  i?  quand  jc  est  compris  entre 
-[- 1  et  —  I,  et  que  /  devient  nul  quand  la  valeur  dex  - 
tombe  hors  de  ces  limites.  Par  conséquent,  si  l'on  prend 
OP=OP  =  i  {Jig.  92),  PM=:PM'=f  it,  le  lieu  de  l'é- 
quation  (4)  sera  formé  de  la  portion  de  ligne  droite 
MM'  parallèle  aux  x^  et  des  lignes  droites  PX,  P'X' 
limitées  aux  points  P,  P\  mais  indéfinies  dans  l'autre 
sens. 

415.  De  semblables  solutions  de  continuité  ont  lieu 
pour  des  intégrales  définies  qui  se  déduisent  d'intégrales    j 
indéfinies  dont  on  a  la  valeur  algébrique.  Considérons 
notamment  la  fonction  de  x  exprimée  par 

f^         sin  adoi  ,,. 

r—     -7==='  W 

^  o    Kl  —  %x  cos  a  -+•  4;» 

le  radical  devant  rester  positif  dans  toute  l'étendue  de 
l'intégration  :  on  a 


/ 


sin  adoL  i      

V^  i  —  ixcosa-l-x*         ^ 


ixcosa-f-x* 

Aux  limites  0=0,  oc=:7r,  le  radical  devient  \/^(ïIIxfs 


^/(i-f-^)*  ;  et  comme  il  doit  toujours  être  pris  positive- 
ment,  nous  en  conclurons 
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l/(i-_a.)az=±(i  —  x)^  selon  quear       i, 

1/(1  +  j?)a  z=z  ±:  (i  +  or)  5  selon  que  ;i:      — -i; 
doii 

pour  :r  >  I ,  j  11=  -  » 

X<1,>— -1,      J=2, 

j;<— I,        y=—\: 

En  conséquence,  le  lieu  de  l'équation  (5)  est  formé 
'[fig.  93)  de  deux  arcs  MN,  M'N'  d'hyperboles  équila- 
tères,  et  d'une  portion  de  ligne  droite  MM',  parallèle  à 
l'axe  des  x^ 

Dans  ce  cas,  les  solutions  de  continuité  que  la  fonction 

/éprouve  pour  xr=:\^  x-=. —  J,  ne  sont  que  du  second 

ordre  :  sa  dérivée 

,      /*w     sinafcosa  —  x\      , 

y=/  7 — ^ ïïTî^ 

Jo    (l IXCO^OL  +  X  )^ 

éprouve^  pour  les  mêmes  valeurs  de  x^  des  solutions  de 
continuité  de  premier  ordre,  en  passant  brusquement 
de  la  valeur — 2  à  la  valeur  o,  et  de  celle-ci  à  la  va- 
leur 2. 

Fonctions  eulériennes. 

416.  Dans  la  catégorie  des  fonctions  qui  nous  occu' 
peut  rentrent  notamment  deux  espèces  remarquables 
de  transcendantes  auxquelles  Legendre  a  imposé  le  nom 
^intégrcUes  eulériennes^  en  mémoire  du  grand  géomètre 
^i  ea  a  étudié  le  premier  les  propriétés,  et  dont  les  im^ 
mones  travaux  ont  donné  tant  d'extension  à  toutes  les 
hfftndiflS:  de  l'analyse.  Les  transcendantes  eulériennes 
dapwtmièntspèee  sont  données  par  l'intégrale 


X 
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/'(i — a)'-'a-^-'rfa,  '       (a) 

qui  devient 

quand  on  pose 

a= -r^ 

iH-P 
et  nous  les  désignerons  par  le  symbole  {pc\jr).  Les  trans- 
cendantes eulériennes  de  seconde  espèce  sont  données 
par  l'intégrale 

qui  se  transforme  en 

lorsqu'on  fait 

et  nous  les  désignerons,  diaprés  Legendre,  par  le  sym- 
bole Yx.  11  convient  de  considérer  en  premier  lieu  les 
transcendantes  eulériennes  de  seconde  espèce,  qui  sont 
les  plus  simples,  puisqu'elles  ne  dépendent  que  d^une 
seule  variable. 

417.  L'intégration  par  parties  donne 

/e-Pp'rfp  =.—e-  Pp'  +  xfe-  Pp'-'rfp , 
d'oïl 

{x  étant  supposé  positif),  ou  bien 

.  Y(x-\-i)z=ixYx\  (a) 

formule  qui  exprime  la  propriété  caractéristique  de  la 
fonction  r.r,  et  en  vertu  de  laquelle  cette  fonction  sera 
connue  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  ^,  si  l'on  a 
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me  table  de  ses  valeurs  entre  les  limites  j;^o,  a;=  i; 
NI  plus  généralement  entre  les  limites  x=-i^  j;=;-j-i, 
'  désignant  un  nombre  entier  et  positif  quelconque. 
LiCgendre  et  M.  Gauss  ont  en  effet  calculé,  pour  l'usage 
les  géomètres,  d'après  des  formules  d'approximation  qui 
oie  peuvent  être  détaillées  ici ,  des  tables  de  la  fonc- 
tion Tx. 
On  a 

et  de  la  comparaison  de  cette  formule  avec  la  précédente 

on  conclut 

r«=  1-2.3. .  .(^  —  i), 

I  désignant  un  nombre  positif  entier. 
Les  produits  de  facteurs  équidifférents 

x(x  +  h)(a:+  aA)(jr  +  3A).  • ,, 

ont  reçu  les  noms  de  factorieUes  et  de  facultés  mimé* 
Tiques^  à  cause  de  leur  analogie  avec  les  puissances.  Par 
un  changement  de  variables  on  les  ramène  très-aisément 
à  dépendre  des  factorieUes  plus  simples 

I  .  2  •  O  •  •  «Ay 

qui  ont  un  rôle  si  important  dans  la  théorie  des  combi- 
naisons et  des  chances.  La  fonction  continue  r^  se  con- 
fond avec  une  factorielle  de  cette  forme,  toutes  les  fois 
que  X  passe  par  une  valeur  positive  entière;  et  en  con- 
séquence la  table  des  valeurs  de  la  fonction  Vx  peut  être 
considérée  comme  une  table  d'interpolation  entre  les 
factorieUes  [ai]. 

Leséquations(a),(a,)donnent  r(o)=QO  :ainsi  la  courbe 

y:=z.Vx  a  pour  asymptote  Taxe  des  j^.  A  partir  de  x=Oj 

la  fonction  Vx  va  en  décroissant  jusqu'à   une  certaine 

valeur  de  x  que  l'on  trouve  é<gale  à  f,46i63....;  elle 

T>  n.  i3 
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croit  ensuite  jusqu'à  ax=a  ;  d'où  ii  résulte  clairement, 
à  cause  de  l'équation  (a),  que,  pour  les  valeurs  supérieures 
de  x^  elle  doit  croître  indéfiniment  et  rapidement  avec 
cette  variable. 

Pour  les  valeurs  négatives  de  x^  la  fonction 

Tx=f    <?-pp'-'rfp  (P) 

n'a  plus  de  valeurs  assignables,  et  l'équation  {a)  n'est 
plus  applicable. 

418.    Changeons  dans   l'équation  (^)   ^  en  ma  :  il 
viendra 

c-^^d'-^doL  =  — •' .  (b) 

o  m'  ^  ' 

Ecrivons  dans  cette  dernière  formule  ^-j-^  au  lieu  de 

Xj  i-|-^  au  lieu  de  m  :  nous  aurons 


X 


X 


00 


Multiplions  les  deux  membres  par  p  ■''■"' rfp,  et  inté- 
grons par  rapport  à  ^  entre  les  limites  o,  oo  :  il  en  ré- 
sultera 

Or,  on  a  par  la  formule  (b) 

en  sorte  que  le  premier  membre  de  l'équation  (6)  de- 
vient, après  qu'on  a  effectué  l'intégration  par  rapport 

Donc  l'équation  (p)  donne 

T.Sr  =  Ti.+y).f^  j^^;,  (7) 
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Bt  si  l'on  pose  j:-[-j^=  i,  l'on  aura 

■>-n.-r)=r(.)/;^. 

3u  bien,  en  changeant^  en  x^  et  en  remarquant  que  r(i) 
je  réduit  à  l'unité, 

DU  enfin,  d'après  la  formule  (rf)  du  n""  4^6, 

ror.rri— ^)=-T-^î^-  (c) 

^  '       sm  ira:  ^  ^ 

Par  cette  dernière  formule  on  calculera  la  table  des  va- 
leurs de  la  fonction  Tx  entre  les  limites  x=.o^  ^=^-kj 
quand  on  aura  la  table  des  valeurs  de  la  même  fonction 
entre  les  limites  x-=^jX=:\. 
Pour  ^=^,  la  formule  (c)  donne 

[r(i)]'=-.r,    ou    r(i)  =  v/;;  (c.) 


mais  on  a 


r(7)==/     ^-PV/p.rfp=2/      e-'^dt, 

ce  qui  fournit  une  nouvelle  démonstration  de  la  formule 
(a)  du  n**  4o3. 

419.  D'après  la  définition  de  la  fonction  eulérienne 
de  première  espèce,  l'équation  (y)  peut  s'écrire 

Cette  formule  fondamentale,  due  à  Ëuler,  et  dont  nous 
venons  de  reproduire  la  démonstration  donnée  par 
M.  Poisson,  ramène  au  calcul  de  la  table  de  la  fonction 
Tx^  celui  de  la  table  à  double  entrée  [  1 16]  qui  donnerait 
les  valeurs  de  la  fonction  {x\jr),  pour  les  valeurs  positives 
des  variables  x^y.  On  en  conclut 

W/) = Crk)  ; 

ce  qui  résulte  d'ailleurs  directement  de  ce  que  l'intégrale 

i3. 
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(a)  ne  change  pas  de  valeur  par  le  changement  de  a  en 

I — a. 

On  en  conclut  encore 

(a: -h  55|/) .  r(a:  H-7  +  z)  =  r(a: -4- J8) .  rj, 
(;r|z) .  r(j: -f- z) = Fa: .  Fz, 

z  désignant  une  variable  positive,  aussi  bien  que  x  et/; 
et  de  là  on  tire 

OU  bien ,  en  raison  de  ce  que  le  second  membre  de  l'é- 
quation précédente  est  une  fonction  symétrique  des  va- 
riables X^J'yZj 

(^  +  ^Ir) .  {:r\z)  =  (j  +  z\x) .  {x\z). 
De  la  combinaison  des   formules  (c)  et  (d)j  il  ré- 
sulte 

(i — a:\z)^=-. • 

Faisons  dans  l'intégrale  (a)^=j;,a=^(ir-}-a)):  nous 
aurons 

et  si  Ton  remplace  maintenant  tù  par  |/^  a,  il  viendra 


/. 


En  vertu  des  équations  (d)  et  (C|),  cette  dernière  for- 
mule est  identique  avec  la  suivante 

V  ^2y~2"->    F^ 

On  en  conclut,  pour  un  nombre  entier  i, 

V       ay        a*     a*-M.a.3...(«-i)        a'  "^         ^' 

d'où 
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•3.5...(«-i)=pL.r(*-i-i). 


I 

420.  On  a  identiquement 


ou 

l'intégraie  double  du  second  membre  s'étendant  à  toutes 
les  valeurs  positives  des  variables  ^,y)  qui  vérifient 
l'inégalité 

5  +  TKK  (8) 

IMlais  Fintégrale  simple  qui  figure  au  premier  membre 
de  l'équation  n'est  autre  chose  que  la  fonction  (a|p-j- 1): 
donc,  en  vertu  de  la  formule  d'Euler,  et  sous  la  condi- 
tion exprimée  par  l'inégalité  (8), 


Posons 


!='ÏJ'   '  =  15 


If'^ 


il  viendra,  en  conséquence  de  cette  formule, 

^    ^  .      afb9^       ra.rp 

ou  bien 

la  double  intégration  devant  s'étendre  à  toutes  les  va- 
leurs positives  de  x^j"  qui  satisfont  à  l'inégalité 
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Les  constantes  oLj^^Ujbjp^q  sont  supposées  positives. 
Si,  pour  fixer  les  idées,  et  aussi  pour  prendre  le  cas 
susceptible  de  l'application  la  plus  fréquente,  on  fait 
p=:q=zQL'^  on  aura,  en  étendant  la  double  intégra- 
tion à  la  totalité  de  Taire  limitée  sur  le  plan  xjr  par 
l'ellipse 

et  en  quadruplant  pour  cette  raison  la  valeur  du  second 
membre  de  l'équation  (e), 


// a^^^j^'^dxdy  =  a*b^ . 


(.H-^0 


Cette  formule  reproduit  l'expression  connue  de  l'aire  de 
l'ellipse,  lorsqu'on  prend  a  =  p=i. 

421.  Soit  maintenant  un  nombre  n  de  variables 
.r,^,z,  etc.,  et  désignons  par  /^"^  une  intégrale  multiple 
d'ordre  n  :  admettons  que  l'intégration  multiple  s'étende 
à  toutes  les  valeurs  positives  de  x,^,  2,  etc.,  qui  satisfont 
à  l'inégalité 

3'  -  0)'  -  ©■  - — 

on  aura 

af^—y^'-^z'i~\n,  dx dy  dz,., 

_......  <-)<l)-'-(0- 


\       p      q      r  ) 


(/) 


Cette  formule  bien  remarquable,  dans  laquelle  Téquatiou 
(e)  rentre  comme  cas  particulier,  a  été  donnée  par 
M.  Dirichlet;  et  l'artifice  ingénieux  de  calcul,  qui  lui 
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sert  à  rétablir,  a  Tavantage  de  s'appliquer  à  beaucoup 
d'autres  intégrales  (');  cependant,  nous  préférerons  le 
tour  de  démonstration  suivant,  employé  par  M.  Liou- 
ville. 

D'abord,  au  moyen  d'un  changement  de  variables,  tel 
que  celui  qui  a  été  pratiqué  dans  le  n""  précédent,  on 
remplace  la  formule  (y*)  qu'il  s'agit  de  démontrer,  par  la 
formule  plus  simple 

„.;ç.-.^-..ç,-.. . .^^;. .  „_^^^fi^^,  (,) 

l'intégration  multiple  devant  s'étendre  à  toutes  les  va- 
leurs positives  des  nouvelles  variables  ^^yi^C^  etc.  propres 
à  vérifier  l'inégalité 

Ç+Yi+Ç-f-etc.  <i. 

Substituons  pour  un  moment  à  cette  dernière  condi- 
tion la  condition  plus  générale  exprimée  par  l'iné- 
galité 

5  +  11  +  ^  +  etc.  <  6, 

6  désignant  une  quantité  positive  quelconque  ;  et  posons 
en  premier  lieu 

il  s'agira  d'obtenir  la  valeur  de  l'intégrale  V. 

Soit 

Ç=p,    ^=fx(i  — v): 

les  limites  de  l'intégration,  relativement  aux  nouvelles 
variables  (x^v,  seront  respectivement  o,  0;*o,  i,  et  il 
viendra  [364] 

Posons  maintenant 

(')  Voyez  le  Journal  de  mathémtuiquet  de  M.  Liou ville,  tom.  IV, 
pag.  164  et  aa5. 
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on  pourra  écrire 
Mais  l'intégrale  double 

a  pour  valeur^  d'après  ce  qui  précède^ 
donc 

Enfin  l'on  a,  toujours  d'après  le  calcul  précédent,  en  re- 
mettant pour  Y),  sa  valeur,  et  en  désignant  par  (Ai  une 
nouvelle  variable, 

par  conséquent 

Si  l'on  fait  présentement  6=i,  on  tombe  sur  la  for- 
mule (f),  restreinte  au  cas  de  trois  variables;  et  comme 
l'analyse  dont  on  a  fait  usage  s'étend  visiblement,  par 
un  calcul  de  proche  en  proche,  à  un  nombre  quelconque 
de  variables,  il  en  résulte  que  la  formule  (<p),  et  par  suite 
la  formule  (  /),  se  trouvent  établies  dans  toute  leur 
généralité. 

422.  Remplaçons  dans  la  formule  (é),  x — i  par  n  et 
a  par  x  :  elle  deviendra 


X 


,      r(/i-+-i)  /  x 


00 

ce  qui  donne,  pour  le  cas  de  n  entier  positif, 
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X 


-         i.a.3. .  ./i 


ainsi   qu'on   pourrait  le  déduire  de  l'équation  (a)  du 
n^  SiSy  en  y  changeant  a  en  — m. 

Posons  dans  la  formule  {g)  w=a-|-ip/d7,a  dési- 
gnant une  constante  positive ,  et  mettons  pour  l'expo- 
nentielle imaginaire  sa  valeur  en  sinus  et  en  cosinus  :  la 
formule  deviendra 

^^-(cos&ar-  •=:; .  s\nbx)dxz=z  ^^^^j)^^, , 

ou  bien,  si  l'on  fait 

b 
a'  +  **=p%    -  =  tangX, 


L 


X 


a 
(cos  bx  —  l/'" .  sin  bx)dx 


o 

^  '  [cos(n  +  i)X—  l/^II7.8in(/i —  i)X]. 


X 


Cette  dernière  équation  se  décompose  en  deux  autres 
x^e""  cos  bx.ax=-^ — - — ',cos(n  +  ijA, 

/*  ...  r(/i+i)     ...      Y, 

x''er^sinbx.ax=i    ^    f     ^.sm  (/i+  ijjA; 

et  dans  l'hypothèse /2=;=o,  celles-ci  reproduisent  les  for- 
mules (f)  du  n*  407. 


CHAPITRE  XII. 


DEVELOPPEMENT   DES  FONCTIONS  EN  SÉRIES  TRIGONOHlS- 
TRIQUES. THÉORÈME   DE  FOURIER. 


423.  Désignons  par  ^  une  fonction  périodique  dcr, 
de  la  forme 

j=A,sinjr-f- A,  sin2J7-|- A3  sin3jr+.  •  .  +  An^nnx:  (i) 
chaque  coefHcient  A,  étant  indépendant  de  x.  Représen- 
tons paryi  une  autre  fonction  de  x  qui  peut  être  mathé- 
matique ou  empirique,  continue  ou  sujette  à  des  solutions 
de  continuité  d'un  ordre  quelconque  :  on  demande  de  dé- 
terminer les  n  coefficients  A<,  de  telle  sorte  qu'on  ait 
jzz^fx  pour  ces  n  valeurs  particulières  équidifférentes 

7C  27r  3ir  rvK      ,  . 

x  = >    j:= >    j:= .a;= ?  (2) 

/ï+i  n+iv  /i-hi  w+i^ 

comprises  entre  a:=o,a:=7r.  En  d'autres  termes,  il  faut 
[^  1  ]  que  la  courbe  représentée  par  l'équation  (  i  )  ait 
avec  la  courbe  y^nfx^  n  points  communs  ,  correspon- 
dant aux  abscisses  (2). 

Appelons  j^  yj^^ji  ,.../„  les  ordonnées  de  ces  points 
communs  :  on  aura  pour  déterminer  les  coefficients  A» 
les  n  équations 

ri=A,sm hAjSm h- .  .-|-A„sm > 

n  +  i  n  +  i  n+i 

.      .      air          .      .       4*^  .     .     a/iic    , 

7a=A,sm — • hA,sm  — ; h. .  .-f-A„sm — ; — t  Ix^n 


7„=AiSm |-A,sm h...-f-A„sm 


n-f-i  Tz-f-i  /i+i 
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Si  on  les  ajoute,  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par 

2  sin ?     2  sin , ...  2  sm ?         (  4  ) 

/ï+i  rt-f-i  n-\- 1 

rinconnue  A,7  aura  pour  multiplicateur 

nr  î'tç  2MC  2f'ic 


asm ,  sin  ■  +  2 sm . sm 


/i+i         n+i  n-\-i         n+i 


mv:  ni'iz 


. . .  -f-  2  sm •  sm 


c'est-à-dire  la  différence  des  deux  sommes 

(i* — i>fK  afif — /)ic  n(i' — iYK     _ 

i+cos-^ ^-hcos-^ ^  -f-...+cos-^' ^==î>ii 

n  +  i  /i+i    ^    ^         /i+i  \(^\ 

1-f.COsl— -^  +COS    ^  ^    •+'...+COS  -^ ^=S,.  I 

n+i  n+  1  n-\ri 

Soit,  plus  généralement, 

cosM-l-  cos(tt+  if)  +  cos(w+af»). .  .-f-  cos(a+/i*')  =  S  ; 

on  trouve ,  par  un  calcul  semblable  à  celui  du  n"*  4^6, 

« —  cos(« — i;)4-cosa  +  cos(«-|-/ïf^) — cos[k-+-(/i  +  i)c^] 

2(1  —  cosc^) 
et  pour  £/=:o, 

^  if  COSAlf' COs(/l+lVl 

s  =  -n ^^ ^  • 

2  L  I COS  \f  J 

Si  l'on  fait  maintenant 

(a  iz:  i)-K 

w  -f-  I 

00  aura 

C08(/I-f-  lV  =  lt  I,       COS«(^  =  ±COSf', 

selon  que  (^izfztji:  sera  un  multiple  pair  ou  impair  de 
^:  ainsi,  dans  l'un  et  dans  l'autre  cas  il  viendra 

cos/ïi'  =  cosi'.cos(/î+  i)c^,     S=7[i — cos(/i4-  1)^], 
et  par  suite 

S.  =|[i  —  cos(«'  — «>],     S,  =^[i  —  cos(i'  +!>].     (S') 

Tant  que  l'indice  i  est  différent  de  / ,  les  nombres  i — /", 


I 

i 
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/'-j-/  80Qt  pairs  ou  impairs  en  même  temps;  on  a 
S, — S,=o;  de  sorte  qu'à  l'exception  de  A,-,  tous  les 
coefficients  A  disparaissent  de  la  somme  des  équa- 
tions (3),  multipliées  respectivement  par  les  facteurs  (4). 

Pour  z'  =/,  on  a ,  en  vertu  de  la  seconde  équation  (SI), 
Sa=o;  la  première  équation  (S^  devient  illusoire  parce 
qu'on  ne  peut  pas  supposer  l'angle  ^  nul  dans  la  valeur 
de  S  d'où  cette  équation  a  été  déduite  :  mais  dans  ce  cas 
la  première  équation  (S)  donne  directement  S,=/2-}-î* 

En  conséquence  de  toutes  ces  remarques  on  a  pour 
déterminer  la  valeur  du  coefficient  A,  l'équation 

et  pour  résoudre  la  question  proposée  il  suffit  d'attri- 
buer successivement  à  i  les  valeurs  i ,  2 ,  3 , . . ,  /i. 

424.  Plus  le  nombre  n  est  grand ,  plus  la  courbe  défi- 
nie par  l'équation  (i)  a  de  points  communs  avec  la  courbe 
jr=Jx,  dans  l'intervalle  des  abscisses  a:=o,  a:=ip. 
Donc  à  la  limite  (n=co)  les  deux  courbes  coïncident 
pour  tous  les  points  compris  entre  ceux  qui  ont  pour  abs- 
cisses les  valeurs  précitées.  Or ,  à  cette  limite ,  la  somme 
qui  exprime  la  valeur  de  A,  se  change  en  une  intégrale 
définie  ;  et  si  l'on  fait 


PC 


il  vient 


Ç,    zrî-^^<y  /•.=/Ç, 


A.=  -/     siniÇ./SrfÇ, 

\f  o 

et  par  conséquent 

/>  =  - .  2 .  sin  ùrl      sin  il .y^WS,  (fl) 

-K  J  o 

le  signe  S  indiquant  que  Ton  attribue  successivement  à 
/  toutes  les  valeurs  entières  positives ,  depuis  l'unité  in* 
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clusivement  jusqu'à  l'infini ,  et  qu'on  prend  la  somme  de 
tous  les  termes  ainsi  obtenus. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner  de  la 
formule  (a),  appartient  à  Lagrange  :  elle  se  rattache  à 
la  théorie  de  l'interpolation  ,  comme  celle  dont  nous 
avons  fait  usage  [98]  pour  établir  la  série  de  Taylor  y  et 
par  suite  celle  de  Maclaurin  :  et  il  convenait  d'arriver  par 
une  même  méthode  à  ces  formules  capitales  pour  le  dé- 
veloppement des  fonctions  en  séries  ;  mais  il  reste  en- 
core à  prouver  que  la  série  exprimée  par  le  second 
membre  de  l'équation  (a)  est  toujours  convergente , 
quelle  que  soit  la  fonction^  sujette  ou  non  à  des  solu- 
tions de  continuité  9  pourvu  seulement  qu'elle  ne  de- 
vienne pas  infinie  entre  les  limites  :r=o,:r  =  tu.  La 
méthode  que  nous  suivrons  pour  établir  en  toute  rigueur, 
et  sans  restrictions  inutiles,  cette  proposition  essentielle, 
nous  fournira  en  même  temps  une  nouvelle  démonstra- 
tion, et  même,  sous  certains  rapports,  une  démonstration 
plus  directe  de  la  formule  (a). 

425.  Cherchons  la  limite  vers  laquelle  converge  l'in- 
tégrale 


/ 


V  sin  m  - 

-: diùy 

(A  smo) 


quand  on  prend  pour  /  un  nombre  positif  de  plus  en 
plus  grand.  A  cet  effet ,  remplaçons  î  par  - ,  e  désignant 

6 

un  nombre  positif  qui  converge  indéfiniment  vers  zéro , 
et  posons  -  =0  :  il  viendra 


V 

y—, dm=  I  *". — ^.sinOâtO.  (iù) 

(A  siniù  j!t  sin&  ^  ' 

Mais,  quand  on  traite  e  comme  un  nombre  infiniment 
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petit,  le  facteur  -; — ^  s'évanouit,  à  moins  que  sin  e6  ne 
■^  sin  w  * 

soit  en  même  temps  infiniment  petit,  auquel  cas 

e     I . 

sin  efl        6 

donc  9  à  la  limite,  on  peut  remplacer  l'intégrale  proposée 
par 

'7sin0 


/. 


e  **• 


Or  on  a  [407] 

sinB   ^       I  r*  sîn8 


/;f•-=^■/: 


00 


^^ — , 


fl^'^-Jl^Hr^^- 


Maintenant  si  [xet  v  sont  des  nombres  positifs,  et  si  eest 
un  nombre  très-petit,  les  deux  intégrales  du  premier 
membre  de  l'équation  précédente  sont  l'une  et  l'autre  à 
très-peu  près  égales  à  ^tu  :  donc  leur  différence,  ou  l'in- 
tégrale proposée  (a>),  est  à  très-peu  près  nulle,  et  à  la 
limite  (/=qo  )  elle  s'évanouit  rigoureusement. 

Par  la  même  raison ,  dans  le  cas  où  l'on  aurait  \l=o  , 
V  conservant  d'ailleurs  une  valeur  positive  quelconque, 
(to)  prendrait,  à  la  limite,  la  valeur  7  tc;  enfin,  si  ^  dé- 
signait un  nombre  négatif  et  v  un  nombre  positif,  l'in- 
tégrale ((!))  convergerait  vers  la  limite  iz. 

En  conséquence,  et  comme  on  suppose  que  la  fonction 

y  reste  finie  entre  les  limites  de  l'intégration,  il  arrive  que, 

pour  des  valeurs  positives  de  /,  de  plus  eu  plus  grandes, 

correspondant  à  des  valeurs  positives  de  s ,  de  plus  en 

plus  petites,  la  limite  vers  laquelle  converge  Tintégrale 
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est  zéro  si  les  nombres  [jl  ,  v  sont  de  mêmes  signes  et 
différents  de  zéro.  Elle  devient  7  ij/(o)  si  le  nombre  (x  est 
zéro  ;  et  enfin  elle  prend  la  valeur  tç/^o)  quand  les  nom- 
bres (A,  V  sont  affectés  de  signes  contraires. 

Dans  cette  dernière  hypothèse,  si  h  fonction  /&>  con- 
vergeait vers  des  limites  distinctesyj(o)  ,^(0)  selon  queû> 
convergerait  vers  zéro  en  passant  par  des  valeurs  néga- 
tives ou  positives;  ou,  en  d'autres  termes,  si  la  fonction 
fiù  passait  brusquement  de  la  valeur  ,/i(o)  à  la  valeur 
/',(o),    la   limite  icy(to)  se   trouverait  remplacée  par 

■t-[/.(o)+/.(o)]. 

Après  avoir  ainsi  déterminé ,  dans  tous  les  cas ,  la  va- 
leur limite  de  l'intégrale  (o),  nous  passerons  au  théo- 
rème en  vue  duquel  nous  avons  cherché  cette  limite  ,  en 
suivant,  pour  cette  dernière  partie  de  la  démonstration , 
une  marche  indiquée  par  M.  Dirichlet  ('). 

426.  La  fonction 

Si==  -  I  sin  ^  /    fl  sin  Icli  -H  sin  ajr  /    J'I  sin  2 WÇ  + . . . 

. . .  -H  sin  ia:  j    f\  sin  ^t^   1 

ou  la  somme  des  /  premiers  termes  de  la  série  (a) ,  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

-  f    yWÇ[a  sinarsin5+  2  sin  20:  sin  aÇ -H . . . -h  2  sin  m:  sin  ij] 

V  o 

_i  Ç'^rçjS     ^-*-cos(j: — $)H-cos2(a: — 5)-|-..^-cos^(a: — Ç)  1 . 

"~i/  o*^       [-[i+cos(a:-hÇ)4-cos2(a:-f-5)  -h..-hcos/(jr-f-5)]J  ' 
D'après  les  formules  du  n^  4^3 ,  on  a 

(*)  Journal  de  math.y  de  M.  Grelle,  tom.  IV,  pag.  t66. 
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i+cos(a?±ï)-hcos2(a?±Ç)-f-. .  .+co8i(j?±Q 

i  r       cos/(:r±Ç)  — cos(»+ 1)  (^±5)1 

aL  I — cos(a7itÇ)  J 

_iri+8in(t--H^)(x±?)1. 
-~ul        sm{{xztl)        J 

en  sorte  que  la  somme  S,-  devient 

Faisons  dans  la  première  intégrales: — Ç=2(d,  et  dans 
la  seconde  j:-|-Ç  =  a(ù,  d'où 

c       '/*«/•/       ^  \  sin(2;+i)fti 
içj  îTr  ^  ^         sm  a> 


1 


I   r^^^  V  sin(2*+i)to 

Nous  admettons  que  x  tombe  entre  o  et  ir,  d'où  il  suit 
que  les  deux  limites  de  la  seconde  intégrale  sont  positi- 
ves,  et  que  la  limite  inférieure  de  la  première  est  néga- 
tive. Dès  lors,  en  vertu  du  lemme  qui  fait  l'objet  du 
numéro  précédent ,  la  seconde  intégrale  est  nulle  pour 
1=00  .  D'ailleurs,  quand  on  fait  (0=0  dans  la  fonction 
J'(x — aw),  elle  se  réduit  kjx  :  donc  la  limite  vers  la- 
quelle converge  la  première  intégrale  est  -  .  tvJx.  Donc 

TT 

le  second  membre  de  l'équation  (a)  est  une  série  conver- 
gente qui  a  pour  somme^/r ,  sous  la  seule  condition  que 
la  variable  x  reste  comprise  entre  o  et  tt,  et  que  la  fonc- 
tion fx  ne  devienne  point  infinie  dans  cet  intervalle. 

Si  la  fonction  passait  brusquement ,  pour  la  valeurs, 
d'une  valeur  finie  à  une  autre,  la  valeur  de  la  série  (a) 
serait  la  demi-somme  des  deux  valeurs  que  prend  alors 
la  fonction /[SS]. 
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Il  faut  encore  assigner  les  valeurs  de  S,-  pour  les  va- 
eurs  extrêmes  de  x^  savoir  o  et  tt.  Or ,  on  a ,  pour  x=o^ 

-      ^  C^   jï       N  8in(2i4-i)w,      ^  C\nf     X  sin(2/+i)&), 
ir/__r^       '        smw  '^J  G  sinw  ' 

et  pour:c=iu, 

Si=-/    /(ic-aw). — ^-: ^aw — /^   /(aw— ^). — \         ^  flfe) 

ïTa/y  .sîn(2i+i)w,    ^^C^j^f         .  sin(2i-f.i>>  , 

îc/o  sino)  î/ï  sin<«) 

quantités  identiquement  nulles ,  quel  que  soit  /. 

427.  Le  second  membre  de  l'équation  (a)  est  une  fonc- 
tion périodique  de  x^  tandis  que  rien  n'assujettit  /i:  à 
être  une  fonction  périodique.  En  conséquence ,  lorsque 
fx  ne  s*évanouit  pas  pour  .r  =  o  et  .t:=iu,  la  courbe  qui 
a  pour  ordonnée 

2  C"^ 

jr  =:i  -Ji.sin  ùc  I     smil.fleKj  (5) 

est  formée  d'arcs  disjoints,  alternativement  reportés  de 
part  et  d'autre  de  l'axe  des  x  (Jig.  94).  Pour  les  abscis- 
ses des  points  de  disjonction ,  l'équation  (5)  ne  donne  ni 
l'une  ni  l'autre  des  deux  ordonnées  OM^,  OM,  égales  et 
de  signes  contraires,  mais  la  demi«somme  de  c*es  or- 
données ^  c'est-à-dire  o. 

428.  Exemples,  i^/zz^^o:  : 

^x=8mx — 7sin2^-f- jsin  3j7  —  •J;sin4^-f-  etc.,  (6) 

formule  déjà  trouvée  [1  i3J.  A  cause  que  la  fonction  -5-  x 
est  impaire  aussi  bien  que  sin  ix^  l'équation  (6)  sub- 
siste ,  non-seulement  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  o  et  ir,  mais  encore  pour  celles  comprises  entre 
— i:eto. 

T.  If.  i4 


/sin  1?  sin  ndi  =  ^^fcos{i—i)\d\  —  i/cos(i  +  i')\di 

=■ — T- ^\ /.  .    vN  -  +  const^ 
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a**   /ir=cos  x: 

os^  =  -   [ -+^  jsînajr-l-  (  ^ -f-  ^  j  sîn  4^? -f-  (^4-- JMn6j?+ 

3®  Supposons  enfin  que  fx  soit  égale  à  x  entre  les  li- 
mites o,-j7c,  et  à  7c — ^x  entre  les  limites  -îTc^tt;  de  manière 
à   représenter   l'ordonnée  d'un   triangle  isocèle^  ayant   | 
pour  base  tu  et  pour  hauteur  ~  tc  :  on  aura 

/     smi^.fld^  =  I  *sin^t.Çcf5+ /    smî^.^-K — Ç)rfÇ, 

et  la  formule  (5)  donnera 

y==-(  smo: — ttt  smoa:+  TrrSmDo: sin  7^:  +  etc.  ). 

•^      A  i'  5*  7  / 

429.  Si  l'on  savait  à  priori  qu'une  fonction  fx  peut 
être  exprimée,  entre  les  limites  o^tt,  par  une  série  con- 
vergente de  la  forme  2.  A,  sin  ixj  il  suffirait  d'un  calcul 
bien  simple  pour  déterminer  les  coefficients  A«.  En  effet, 
de  l'équation  hypothétique 

ya:==A,  sin  ^-f  A,  sin  20:  +  . . .  + A/sînilr-l-etc., 

on  tire 

sin/;j/'5ÉK=A,  sin^5sin  Wï+  A,  sin  i^  sin  2^ -f* . . . 

. . .  +  A, sin'  iXcUi  +  etc. ;  (7) 

et  puisque  cette  équation  subsiste^  par  hypothèse,  quel- 
que valeur  que  prenne  $  entre  les  limites  0,7c,  on  a,  en 
intégrant  entre  ces  mêmes  limites, 

/    siniZ.fld^=A^  I    simXsinldi+A^j    sin i^ sin  2^+... 

. . .  +  Ai  /     sin  "  ildl  +  etc. 
J  (> 
D'un  autre  coté 
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^xpre^ion  que  rend  nulle  le  choix  des  limites  0,17,  tant 
]ue  les  nombres  entiers  /,  i!  différent  l'un  de  Tuutre. 
Pour  /=i',  il  vient  [4oa] 


/ 


sin  '  ^dH  =  -  TU. 


En  conséquence,  le  second  membre  de  Téquation  (7)  se 
réduit  au  terme  affecté  de  Ag,et  Ton  en  tire 


2   f'^ 

A,=  -  /     sini$.  Aû^, 


ainsi  que  nous  l'avons  trouvé  par  un  calcul  plus  com- 
pliqué. Mais,  selon  la  juste  remarque  de  M.  Poisson,  la 
méthode  donnée  en  dernier  lieu  repose  sur  une  hypo- 
thèse qui  a  besoin  d'être  démontrée,  et  qui  consiste  à 
admettre  qu'une  fonction  quelconque  peut  se  développer 
en  série  convergente,  dont  les  termes  pi»ocèdent  suivant 
les  sinus  des  multiples  entiers  de  la  variable. 

430.  Nous  pouvons  maintenant,  par  un  changement^ 
de  variables,  modifier  la  formule  (a),  de  manière  que  la 
formule  transformée  subsiste  pour  les  valeurs  de  la  va- 
riable comprises  entre   des  limites  quelconques,  autres 

que  o  et  ir.  Ainsi,  en  remplaçant  x  par  —  et  \  par  — , 

a  a 

nous  aurons 

/(  —  )zzz:-2.sm 1      sm  — ./    —  Wc. 

-^  \  a  J       a  aj  o  a    ^  \a  J 

Mais  rien  ne  s'oppose  à  ce  qu'on  supprime  les  accents 
des  variables  .r',  Ç';  et  puisque  la  caractéristique  /*  dé- 
signe une  fonction  absolument  arbitraire,  il  est  permis 

d'écrire   fx   au   lieu   de  fi — j  :  en    conséquence,    il 


vient 


>=-  il.sm  --  /     sin  —./?</$;  {b) 

a  a  j  ^  a 


\[\, 
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et  cette  dernière  formule  subsiste  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  o  et  a. 

Si  nous  y  remplaçons  a  par  a/,^  par  jr'+/,ÇparÇ'+ii 
elle  deviendra 

ou   plus  simplement,   d'après  ce  qui   vient  d'être  ex* 
pliqué, 

cette  dernière  formule  subsistant  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  les  limites  — /,  -j-/. 
On  peut  mettre  l'équation  {b)  éous  la  forme 

/à?  =  -2.-sin —  /     sin — •  fldl; 
•^  iz      a         a  Jo         a    ^      ^ 

admettons  maintenant  que  a  devienne  infiniment  grand, 
et  posons 

--=a,     -=tfa  : 
a  a 

la  limite  vers  laquelle  converge  la  série,  pour  des  valeurs 
de  a  de  plus  en  plus  grandes,  est 

yi=  -  /      /      sInou:sinaÇ.y^^rfa;  (^ 

de  sorte  que  la  valeur  deyi,  entre  les  limites  o,  oo ,  se 
trouve  exprimée  par  une  intégrale  définie  double.  Cette 
expression  toutefois  deviendrait  illusoire  dans  le  cas  où, 
par  suite  de  la  nature  de  la  fonction^^  l'intégrale  double, 
dont  les  limites  supérieures  sont  infinies,  ne  conser- 
verait pas  une  valeur  finie  et  déterminée  [324]» 

Prenons /r=  -:  la  fonction  y* devient  infinie  à  la  li- 
mite  ;r  =  o;  cependant  on  tire  de  la  formule  {d) 
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I        a   /**  r  ^  sin  a?  /*  ^ 

-  =  ~  /      /      sIn  ou; — ;: — didoL=l       sin  ccxdoLj 

30        icjo  J  o  \  J  o 

ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  du  n<>  325. 

431.  £n  opérant  de  la  même  manière  que  nous  l'a- 
vons fait  dans  les  n""'  qui  précèdent,  on  démontrerait 
qu'une  fonction  quelconque,  assujettie  seulement  à  ne  pas 
devenir  infinie  entre  les  limites  o  ,  tu  de  la  variable  x^ 
peut  se  développer  entre  ces  limites  par  une  série  con- 
vergente, procédant  suivant  les  cosinus  des  multiples  de 
l'arc  x\  et  l'on  établirait  la  formule 
y^r  =  Ao  +  A  J  cos  a:  +  Aj  cos  20:  -h ...  -f.  A,  cos  tx  +  etc., 
dont  les  coefGcients  sont  donnés  par  les  équations 

TT/  O  ly  O 

de  sorte  qu'on  peut  écrire 

I  r*^  2  /*'ïf 

/■j:==:  -  /     f\d\  +  — .  2 .  cos  ixl     cos  i\  .f\d\.      [c) 

La  valeur  du  second  membre  de  cette  équation,  qui 
est  une  fonction  paire  et  périodique  de  Xj  est  représentée 
par  l'ordonnée  d'une  ligue  symétrique  relativement  à 
l'axe  desjr  (^^.  gSj,  et  sans  points  de  rupture  corres- 
pondant aux  abscisses  x=:o,  x==t:;  en  sorte  que  la 
formule  subsiste  à  ces  limites,  sans  modification. 

De  cette  formule  ou  tire  la  suivante 

qui  subsiste  entre  les  limites  o,ei,  et  à  ces  limites  mêmes. 
Puis,  en  supposant  infinie  la  limite  supérieure  a^  on 
obtient 

fx  =~  I      I      cos  ax  cos  a? .  fl d\ doL.  (g) 

En  suivant  la  même  analogie,  on  trouve  encorç 


214  LIVRE  V.    CHAPITRE  XIK 

formule  qui  subsiste  entre  les  limites  — /, -j- /,  et  même 
à  ces  limites. 

432.  Pour  donner  quelques  applications  de  ces  der- 
nières formules,  prenons  successivement 

on  aura,  par  l'équation  (e)y  entre  les  limites  o,  ît, 

~x  =  -ir I  cosar-hô^cosSor  +  p-cosSar  +elc.  m 

2        4  fcos  2  j:        cos  Acc        cos  6x  1 

n        7:  L   1.3  3.5  5. y  J 

i.  ,ç  =  cos  ^  —  J  cos  3^  +  ^  cos  5a:  —  y  cos  70:  +  etc. 

Il  suffit  de  faire  .r=o  ou  xz=ztz  dans  chacune  de  ces 
dernières  formules,  pour  avoir  autant  de  développîemenU 
curieux  du  nombre  transcendant  r,  et  ces  développe- 
ment peuvent  être  variés  à  l'inOni. 

Multiplions  par  dx  les  deux  membres  de  la  dernière 
équation  obtenue,  intégrons  entre  les  limites  o,.r,  et  di- 
visons par  ^  7c  :  il  viendra 

-x-=z  -  Tsino; — tt  sin  3a:-|-  rr  sin  5.r sin  70:+ etc.l.  (i  i) 

a         ir'-  3'  5'  7 

La  série  (9)  étant  convergente,  celle-ci  l'est  à  fortiori; 
et  ce  rapprochement  des  deux  formules  montre  qu'une 
même  fonction  peut  avoir  plusieurs  développements  con- 
vergents, procédant  suivant  les  sinus  des  arcs  multiples: 
ce  qui  distingue  essentiellement  les  séries  dont  il  s'agit 
dans  ce  chapitre,  des  développements  suivant  les  puis- 
sances de  la  variable,  qui  ne  peuvent  être  opérés  que 
(l'une  seule  manière,  par  la  formule  de  Maclauriti.  H 
résulte  aussi  de  cette  roniarquo  que  le  procédé  du  u**  4^9 
ne  donne  pas  tous  les  développements  que  la  fonction 


J 
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est  susceptible  de  recevoir  en  séries  procédant  suivant 
les  sinus  ou  les  cosinus  des  arcs  multiples. 

433.  Si  Ton  ajoute  membre  à  membre  les  équa- 
tions (a)  et  (e)y  et  qu'on  prenne  la  moitié  de  la  somme, 
il  viendra 

= — /     y^rf?  +  - 2[sin w; /     êin il.  fldl'\- cos ixl    cosil.fldl] 

=—f''fldl  +  ^  l..f''cosi{x  —  \).m\.  (i) 

a'ïyo  T^  J  o 

Le  lieu  géométrique  de  l'équation 

est  formé  (fig.  96)  :  i®  d'un  système  d'arcs  disjoints... 
M^N^^,MN,M"N",.-  ^^  àes  portions  de  l'axe  des  abs- 
cisses,  comprises  entre  les  ordonnées  des  points  oii  ces 
arcs  s'interrompent.  On  en  conclut  que  la  formule  (i)  ne 
subsiste  aux  limites  o  et  ir  que  si  l'on  a  o=f(o)=f(Ti). 
Dans  le  cas  contraire,  la  série  donne -7  /"(o)  pour  x=:o 
et  î:/(7r)  pour  a:=7r. 

En  combinant  de  la  même  manière  les  formules  (é)  et 
{f)y  W  ^^  (^)?  W  et  (/«),  on  trouve 

fx=^-l      I      cosa(:c  —  l),fldldaj 

434.  Toutes  ces  formules  sont  encore  susceptibles  de 
nombreuses  transformations  :  nous  nous  bornerons  à  en 
indiquer  une. 

Soit  Jx  une  fonction  qui  a  pour  valeur  ?.r,  de  zéro 
à  Uj  et  pour  valeur  l^^r,  de  zéro  h  — a  :  d'après  la  formule 
(^),  la  fonction 
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2^0  ^  a    Jo  a 

se  réduira  à  qu;  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
o  et  a,  et  à  zéro  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
o  et  — a.  Pareillement  la  fonction 

!3LaJ  — fl  ^  a    J  ^a  a  ^     ^ 

se  réduira  àij^r  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0 
et  — a,  et  à  zéro  pour  l^s  valeurs  de  x  comprises  entre 
o  et  a.  Donc  la  fonction 

se  réduit  à  ^x  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
— a  et  o,  et  à^  pour  celles  qui  tombent  entre  o  et  a\ 
ce  qui  revient  à  dire  que  la  formule 

•^  laj  —a*'  a    J -^a  a  «^  ^  ' 

subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
— a  et  -j-a.  On  pourrait  changer  a  en  /,  et  l'on  aurait 
une  formule  distincte  de  Téquatioa  (/),  quoique  toutes 
deux  subsistent  pour  les  valeurs  de  j:  comprises  entre  les 
mêmes  limites. 

435.  Par  un  procédé  semblable  à  celui  du  n°  43o, 
on  tire  de  l'équation  (//?),  en  y  supposant  ^=00 , 

fx=-l      I        cosa(ar  —  l).f\d\dcL'^  [n) 

'^_/  o  y  -  00 

et  cette  dernière  formule  subsiste  pour  toutes  les  valeur^ 
réelles  de  ,r,  puisque  l'intégration  relative  à  ^  s'effectua 
entre  les  limites  — oc  ,  -|-qc  .  On  lappelle  la  fornndr^ 
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ie  Fourier^  du  nom  du  géomètre  célèbre  qui  en  a  en- 
richi l'analyse.  La  démonstration  de  cette  formule  ré- 
sulte de  ce  qui  précède;  mais,  à  cause  de  son  impor- 
tance,  nous  en  donnerons  une  autre  démonstration  plus 
simple  et  plus  directe^  due  àDeflers,de  son  vivant  maître 
de  conférences  à  TÉcole  normale. 
Soit 

/=-/       /       cosa(jr  —  \)»f\d\d(X,\ 

et  effectuons  d'abord  Tintégration  relative  à  a  enti*e  les 
limites  o^o,  sauf  à  faire  a=Qo  après  la  seconde  inté- 
gration :  il  viendra 

I  r^  sina(jF  —  X)    ny  jy,      I  r^  sinz   >/       z\  . 

en  posant  ç  =  a:  — •  — 

oc 

Or,  quand  on  fait  a=QO ,  on  a 

excepté  pour  les  valeurs  de  z  qui  sont  elles-mêmes  infi- 
nies, valeurs  auxquelles  on  peut  se  dispenser  d'avoir 

€gard,  à  cause  que  le  facteur rend  infiniment  pe- 

z 

tite  la  portion  correspondante  de  l'intégrale  :  on  a  donc 

simplement 

i   ^    f^  s\nz 
r  =  -  f^l        dz=fj^. 

Quand  la  fonction  /*  est  telle  que  l'intégration  relative 
i  la  variable  $,  indiquée  dans  la  formule  (/i),  puisse  s'ef- 
ectuer,  cette  formule  détermine  les  valeurs  d'intégrales 
léfinies  simples,  comme  celles  qui  ont  fait  l'objet  des 
leux  derniers  chapitres.  Supposons,  par  exemple,  que/i 
3oive  se  réduire  à  <?~',  entre  les  limites  o,  x>  :  on  a  [4^7] 


I 
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/. 


«*  I 


cosaî.6"-^âfÇ= 


et  en  conséquence  la  formule  (n)  donne^  pour  toutes  les 
valeurs  positives  de  Xj 

'*  cos  axda 


I  -Ha'  * 


ce  qui  s  accorde  avec  la  formule  (m)  du  n®  4  ^  '  • 

436.  Toutes  les  formules  données  dans  ce  chapitre 
peuvent  se  généraliser  et  s'étendre  aux  fonctions  d'un 
nombre  quelconque  de  variables.  Ainsi,  en  écrivant 
f{x^j)  au  lieu  de  fxj  on  tire  de  la  formule  de  Fourier 

et  par  la  liième  raison 

'KjoJ  —00 

%  Y)  désignant  deux  nouvelles  variables  auxiliaires  :  doue 
/(^,r)=^y^y^"y^ /*^  cos  ol{x  -  Ç)..cos  PCr-'«)./(S,io>feA)d 

formule  qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  I 
variables  x^j.  Si  les  limites  d'intégration,  relatives  aux 
variables  $,y),  sont  données  par  le  contour  d'une  courbe 
tracée  dans  le  plan  xj^  l'intégrale  quadruple  se  réduira 
àyï^,/)  pour  les  points  qui  tombent  dans  Tintérieur 
de  la  courbe,  et  à  zéro  pour  les  points  extérieurs.  De  même 
l'intégrale  sextuple 

^/  */    /  *///^^s°^(-^-^?)-cosP(r-vi).cosY(3-Ç)./(5,Yi,Qe/^ 

pour  laquelle  les  limites  des  intégrations  relatives  aux 
variables  ^,  ti,  ^  sont  les  mêmes  que  celles  du  volume 
d'un  corps  donné,  se  réduira  à  /'(.r,^,z)  pour  tous  les 
points  situés  dans  l'intérieur  du  corps,  et  à  zéro  pour 
tous  les  points  extérieurs. 
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INTÉGRATION 

DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  A  UNE  SEULE 
VARIABLE  INDÉPENDANTE. 


CHAPITRE  PREMIER. 


DE    l'intégration    des    ÉQUATIONS    DIFFÉKENTIELLES    A 
DEUX    VARIABLES     ET    DU    PREMIER    ORDRE. 


437.  On  peut  envisager  sous  deux  aspects  le  problème 
de  rintégration  des  équations  différentielles  entre  deux 
variables.  Sous  le  premier  point  de  vue,  il  s'agit  de  trou- 
ver, entre  la  variable  indépendante  et  la  fonction,  une 
équation  qui  satisfasse  de  la  manière  la  plus  générale  à 
l'équation  différentielle  proposée,  au  moyen  des  valeurs 
qu'on  en  déduit  pour  les  coefïiciens  différentiels  des  di- 
vers ordres.  En  d'autres  termes,  il  s'agit  de  trouver  l'é- 
quation la  plus  générale  des  courbes  qui  jouissent  en  tous 
leurs  points  de  la  propriété  exprimée  par  l'équation 
différentielle. 

Sous  le  second  point  de  vue,  le  problème  de  l'intégra- 
tion consiste  à  déterminer  la  série  des  valeurs  numéri- 
ques par  lesquelles  doit  passer  une  fonction  en  partant 
d'une  valeur  numérique  assignée,  quand  la  loi  des  va- 
riations infinitésimales  de  la  fonction  est  exprimée  par 
une  équation  différentielle  donnée.   Nous  verrons  qu'il 


220  LIVRE  VI.   CHAPITRE  I. 

se  présente  des  cas  oîi  le  problème  de  rintégration  des 
équations  différentiel  les  ne  se  résout  pas  de  la  même  ma- 
nière, selon  qu'on  l'envisage  sous  l'un  ou  sous  l'autre 
de  ces  aspects. 

On  a  indiqué  [liv.  111,  chap.  Y]  les  liaisons  qui  sub- 
sistent entre  une  équation  différentielle  d'un  ordre  quel- 
conque, et  les  intégrales  ou  les  équations  primitives  des 
divers  ordres  dont  on  peut  concevoir  que  la  proposée 
dérive,  par  la  différentiation  immédiate  ou  par  la  diffé- 
rentiation  combinée  avec  Télimination  des  constantes. 
En  nous  appuyant  au  besoin  sur  les  principes  posés  dans 
le  chapitre  cité,  nous  commencerons  par  examiner  les  cas 
principaux  où  l'on  peut  retrouver  l'intégrale  de  laquelle 
dérive  une  équation  différentielle  proposée.  Nous  étudie- 
rons ensuite,  sous  le  second  point  de  vue^  la  théorie  des 
équations  différentielles. 

§  i^**.  Sëparation  des  variables. 

438.  La  formule  générale  des  équations  différentielles 
du  premier  ordre  à  deux  variables  est 

Si  cette  équation  est  algébrique  et  du  premier  degré  par 
rapport  à^*',  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

ff{x,y)dx  -f-  \{x,y)dy  =^  o.  (a) 

L'équation  (a)  s'intègre  toujours,  ou  du  moins  l'intégra- 
tion est  ramenée  à  de  simples  quadratures ,  lorsque  les 
variables  y  sont  séparées^  c'est-à-dire  lorsque  cette  équa- 
tion est  mise  sous  la  forme 

fadx  +  tjdy=o. 
L'intégrale  générale  est  alors 

C  désignant  une  ronstante  arbitraire,  ou 
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/    fxdx+l    f/rf^=o, 

en  passant  aux  intégrales  définies,  et  en  représentant 
j>ar^'^,  la  valeur  de  ^  qui  correspond  à  l'abscisse  x^. 
Soit  proposée,  par  exemple,  Téquation 

jrdx — xdjTf^iOi  (a) 

on  la  mettra  sous  la  forme 

dy      dx 


o; 


y       oc 

et  les  variables  se  trouvant  séparées,  on  aura  en  intégrant 
log^ — log  x=C,  d'où  l'on  tirej-=:c^,  en  désignant 
pr  c  le  nombre  dont  le  logarithme  est  C. 

La  séparation  des  variables  s'opère  immédiatement, 
toutes  les  fois  que  l'équation  (i)  se  présente  sous  la 
forme 

y=fx.fyy     d'où    '^=fxdx. 

439.  D'autres  fois  la  séparation  ne  s'opère  qu'au 
moyen  d'une  transformation  ou  d'un  changement  de 
variables.  Si,  par  exemple,  les  fonctions  ^^i/  qui  entrent 
dans  l'équation  [pt)  sont  homogènes  [122^]  par  rapport 
aux  variables  x^j'j  on  posera  y=zxty  d'où 

n  désignant  la  somme  des  exposants  de  .r  et  de  ^  dans 

chaque  terme  de  l'équation  proposée.  £n  conséquence 

cette  équation,  après  la  suppression  du  facteur  af^  de* 

viendra 

fi.dx  +  ft,(xdt  4-  tdx)  =  o , 
d'où 

dx         ft,dt 

équation  où  les  variables  sont  séparées. 
C'est  ainsi  que  l'équation 
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xdf  — ydx = t/x»  -+-^> .  dx 
devient 

dx  dt 


o: 


(1*011,  en  intégrant  par  logarithmes  et  en  repassant  en- 
suite des  logarithmes  aux  nombres, 


X  or* 


=— r  +  V/îï+Tï, 


.zr*  — 2CJ — c'  =o. 
En  effet,  lorsqu'on  différentie  cette  dernière  équation  et 
qu'on  élimine  c  entre  l'équation  primitive  et  sa  différen- 
tielle immédiate  [162],  on  retombe  sur  l'équation  diffé- 
rentielle proposée. 

Il  arrive  en  certains  cas  que  l'on  peut,  par  un  chan- 
gement de  variables  ou  de  coordonnées,  rendre  homo- 
gène une  équation  qui  ne  l'est  pas.  L'exemple  le  plus 
simple  de  cette  transformation  nous  est  fourni  par  Té- 
quation 

(ax  +v^j  +  c)dx  +  {a'x  4-^^-4-  c')djrs=2  o. 
Si  l'on  pose  x':=z^-\-oLjj^=rn'^^(cecim  revient  à  déplacer 
l'origine  des  coordonnées  x,^,  sans  changer  la  direction 
des  axes),  et  si  l'on  dispose  des  constantes  arbitâ'aires 
a,p,  de  manière  à  satisfaire  aux  équations  de  con- 
dition 

«a  4-  ip  +  c  =  o,     a'oL  +  i'p  -h  c'  =  o, 

Téquation  proposée  deviendra 

(al  -h  iri)di  4-  {a'I  +  b'ri)d'n  =  o , 

et  sera  rendue  homogène.  La  transformation  précédente 
ne  serait  plus  possible,  si  Ton  avait  a// — ba'=o^  ce  qui 
rendrait  infinies  les  valeurs  de  a,P.  Mais  dans  ce  cas 
l'élimination  de  ô'  met  l'équation  proposée  sous  la 
forme 
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a' 
[ax  +  by)  {dx  H dy)  +  cdx  +  c'dj^^  o; 

et  si  l'on  pose  ax  -[-  éjzzz  tj  on  obtient  une  équation  en 
t^dtjdxj  oîi  les  variables  se  séparent  sans  difficulté, 
comme  dans  toutes  celles  oîi  l'uiie  des  variables  n'entre 
que  par  sa  différentielle. 

§  2.  Équation  linëaire  do  premier  ordre. 

440.  Une  transformation  très-simple  opère  aussi  la 
séparation  des  variables  dans  l'équation 

y  +Xfi:=^  f^,  (3) 

que  l'on  nomme  équation  linéaire  du  premier  ordre, 
parce  qu'elle  ne  contient  ni  les  puissances,  ni  les  produits 
de  la  fonction^ et  de  sa  dérivée^'.  Soit 

j  =  6^,     dy  ^=  y.t  +  tdf^  ^ 

9  et  t  désignant  deux  fonctions  auxiliaires  et  inconnues 
de  X  :  la  proposée  deviendra 

Mt  +  td^  +  ^t.fxdx  =3  îxdx. 

On  peut  disposer  des  fonctions  indéterminées  t  et  0,  de 
manière  à  décomposer  cette  équation  dans  les  deux  sui- 
vantes 

^dt  =  (xdx^     d8  H-  6  ,fxdx  t=  o, 

La  seconde  se  prête  à  la  séparation  des  variables  et 
donne 

Après  qu'on  a  substitué  cette  valeur  dans  la  première,  il 

vient 

dt=ixdx.6ff'^y    t^ffxdx.eff'^^  +  C^ 

doù 

y  =  [fixdx .  eff*^  +  C] .  e-ff"^. 

Exemples,  i" 
il  vient 
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ffxdx  =^  x^   y*£r<Zr  .e*  =  — fe^xdx  c=  (i  —  x)e^  -h  C; 

7=1  —  JF  +  Ce-'. 


a" 


y  +7  =  —  ^^ 


on  a 

ffxdx=^x^  fixdx.é'=^  —  é'\x^ — Zx^  +6{x — i)]  +  C, 
j=—  [x^  —  Zx^'^  6{x  —  i)]  +  C<j-'.  (4) 

7-h-=  — ^: 

X 

dans   ce    cas    les    exponentielles   disparaissent ,    puis- 
qu'on a 

j/xdx=  I —  =  logar,     tf/A'^  =  «W'  =  d:, 

d'où  Ton  tire  sans  difficulté 

C        I     j 

•^      X        3 

On  intègre  de  même  l'équation 

car^  pour  la  ramener  à  la  forme  de  l'équation  (3),  il 
suffit  de  poser  j^==u. 
Enfin,  si  la  proposée  était 

/+7/ï=j"fj7,  (5) 

on   la    ramènerait   encore  à   la   forme   (3),  en  posaat 

^""'=  -.  L'équation (5)  est  connue  sous  le  nom  d'cqua- 

don  de  BernoulU. 

441.  Lorsqu'on  intègre  une  équation  différentielle 
en  commençant  par  séparer  les  variables,  l'intégrale 
peut  se  présenter  sous  une  forme  mal  à  propos  compli- 
quée :  elle  peut  affecter  une  forme  transcendante,  quoi- 
que l'équation  proposée  comporte  une  intégrale  algébri- 
que. C'est  ce  qu'on  a  vu  [438]  sur  l'équation  très-simple 
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ydx — Mijr==o^  dont  l'intégration,  par  la  séparation  des 
variables,  amène  le  signe  transcendant  logy  qu'on  peut 
ensuite  faire  disparaître,  en  se  prévalant  des  propriétés 
de  la  fonction  logarithmique.  Prenons  encore  pour 
exemple  l'équation 

\/lzrp.dx+  i/t— a:*.rfr=o  :  (6) 

si  l'on  sépare  les  variables  elle  deviendra 

dx  djr 


o; 


et  préparée  ainsi  elle  conduira  à  l'intégrale  de  forme 
transcendante 

arc  sin  x  +  arc sin  jt=  A,  (y) 

où  k  désigne  la  constante  arbitraire.  Mais,  en  intégrant 
par  parties  chaque  terme  de  l'équation  (6),  et  en  dési- 
gnant par  \L  une  autre  constante  arbitraire,  on  aui*a 

Les  deux  termes  de  cette  équation  qui  sont  affectés  du 
signey  peuvent  se  grouper  en  un  seul 

pourvu  que  l'on  regarde^  comme  une  fonction  implicite 
de  Xj  déterminée  par  l'équation  (6).  Or,  en  vertu  de 
cette  même  équation  (6),  le  facteur  qui  multiplie  xj  sous 
le  signey  est  constamment  nul  :  donc  la  proposée  a  pour 
intégrale  algébrique 

^l/'r=7^+rW^T^^  =  [*.,  (8) 

ou,  par  l'évanouissement  des  signes  radicaux, 

La  valeur  de  la  constante  \l  dans  l'équation  (8)  est 
celle  de  la  variable  j  quand  x  est  nul  :  si  l'on  fait  à  la 
fois  x-=.o^  jr=z)L  dans  l'équation  (7),  elle  deviendra 

T.   II.  i5 
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arc  sin  [*=*, 

ce  qui  ramène  cette  équation  à  la  forme 

are  sin  x  +  arc  sin  /  =  arc  sin  (i^  (g) 

Il  faut  que  ies  deux  équations  (8)  et  (9),  qui  sont 
Tune  et  l'autre  des  intégrales  complètes  de  la  proposée, 
la  première  sous  forme  algébrique,  la  seconde  sous  forme 
transcendante,  rentrent  l'une  dans  l'autre;  et  en  effet, 
l'identité  de  ces  deux  équations  résulte  de  la  formule 

sin  a  cos  b  -^  sinb  cos  a  ==  sin  (a  +  6). 

Si  cette  relation  n'était  pas  donnée  par  la  trigonomé- 
trie élémentaire  y  elle  résulterait  du  rapprochement  des 
formules  (8)  et  (9);  et  l'on  constaterait  ainsi  une 
propriété  fondamentale  de  la  fonction  transcendante 
arc  sin  x,  ou  de  l'intégrale  définie 

da: 


X 


V^i— a:» 


CVsten  procédant  d'une  manière  absolument  semblable 
que  nous  avons  établi,  dans  le  chapitre  IV  du  livre  pré- 
ctnlont,  les  formules  pour  l'addition  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

^  ^.  Ou  facteur  propre  à  rendre  Téquation  intégrable. 

•Vi2.  Quand  le  premier  membre  de  l'équation  (2)  est 
une  diflViH>nhoUe  exacte  </.trf'.r,  r\  on  trouve  cette 
fonction  trf  jvir  le  calcul  indiqué  [394],  et  l'intégrale 
se  pn^onto  sous  la  forme  tS  .r,  )*^=r,  c  désignant  une 
iH>«xS(anto  arbitraire.  Riviproquement,  après  qu'on  aura 
obtenu,  par  \in  tvoyon  quelconque,  l'intégrale  de  l'équa- 
tion ^^Ji^  i\>niYvons  qu'on  la  mette  sous  la  forme 
t»>*ij\  >^      <^  on  rt^Si^lvant  Téquatiou  obtenue  par  rap- 
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porl  à  la  constante  arbitraire  que  rintégration  a  intro- 
duite :  la  différentiation  donnera 

rfcJ  ,        dvt  , 

équation  dont  le  premier  membre  est  nécessairement 
une  difFérentîelle  exacte^  et  qui  doit  subsister  en  même 
temps  que  l'équation  (2).  On  aura  donc 

dxi  dxi 

dx  dy 

|i  désignant  en  général  une  fonction  de  x  et  de  j.  Par 
conséquent,  si  l'on  multiplie  le  premier  membre  de  l'é- 
quation (a)  par  le  facteur  (a,  ce  premier  membre  de- 
viendra identique  avec  la  différentielle  totale  éZ-d,  et 
satisfera  à  la  condition  d'intégrabilité. 

Ainsi  le  premier  membre  de  l'équation  (a)  ne  satisfait 
pas  à  la  condition  d'intégrabilité;  mais  comme  on  a 
trouvé  [438]  pour  l'intégrale  de  cette  équation 

r               „   ^    xdy — ydx 
•^s=c,     dou  — - — -^ =0, 

X  X 

on  voit  que  le  facteur  —^  est  celui  qui  rend  le  prc- 

X 

mier  membre  de  la  proposée  une  différentielle  exacte. 
De  même  l'intégrale  de  l'équation 

(7  +  \/^+r)dx — xdy^=^o 

pouvant  [4^9]  être  mise  sous  la  forme 

„   .   xdx  +  ( 7  —  \/x^  +  y^)dy 

il  en  résulte  que  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier 
la  proposée  pour  en  rendre  le  premier  membre  une  diffé- 
rentielle exacte,  est 

i5. 
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f y  —  Vx*  -^y , 

443.  Il  est  à  remarquer  que,  quand  on  connaît  une 
valeur  du  facteur  (x,  on  peut  en  déduire  une  infinité 
d'autres  :  car,  puisque 

on  a 

[L{{n)[<f{x,x)dx  4-  M.^xr)4r] = f(trfytrf,        (10) 

((ri)  désignant  une  fonction  quelconque  de  la  quantité 
xj  dont  on  connaît  la  composition  en  x^.  Or  l'expres- 
sion f(Ti)dvi  est  essentiellement  une  différentielle  exacte, 
et  la  détermination  de  la  fonction  dont  elle  dérive  ré- 
sulte d'une  simple  quadrature  :  donc  le  premier  membre 
de  l'équation  (lo)est  aussi  une  différentielle  exacte.  En 
d'autres  termes,  le  facteur  ^L  f ('CJ),  où  les  fonctions  ii^ri 
sont  connues,  et  où  la  fonction  f  peut  être  particularisée 
d'une  infinité  de  manières,  jouit  comme  le  facteur  (jl  de 
la  propriété  de  rendre  le  premier  membre  de  l'équation 
(2)  une  différentielle  exacte. 

Prenons  pour  exemple  l'équation  (a),  et  supposons 
simplement  f  (xsiJ)  =vi.  On  a  dans  ce  cas 

Ce  dernier  facteur  rendra  donc  le  premier  membre  de 
l'équation  proposée  une  différentielle  exacte;  et  en  effet 
l'on  a 

444.  Pour  déterminer  à  priori  le  facteur  (jl,  il  faudrait 
satisfaire  à  l'équation 

dy  dx       ^ 


J 
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"\ 

OU 

^iy       ^dx^^\dy       dx)         ' 

mais  TintëgratioD  de  cette  équation  qui  est  aux  différences 
partielles  par  rapport  à  la  fonction  ^  des  deux  variables 
x^jr^  suppose  en  général,  comme  on  le  verra  par  la  suite, 
l'intégration  préalable  de  l'équation  {^).  Ce  n'est  que 
dans  des  cas  très-particuliers  que  l'on  peut  assigner  le 
facteur  (i  et  par  suite  ramener  l'intégration  de  la  pro- 
posée aux  quadratures. 

Si ,  par  exemple,  le  facteur  p.  ne  devait  renfermer  que 
la  variable  x,  l'équation  précédente  se  réduirait  à 

d^ I  /rf(p       cft];' 


I   a(A I  /oç       dif\ 

\L*dx       ^\dy       dx)'* 


et  en  vertu  de  l'hypothèse,  il  faudrait  que  le  second 
membre  de  cette  dernière  équation  se  réduisit  à  une 
fonction  fx  de  la  seule  variable  x.  On  aurait  donc 
}f=.e!^*^.  D'ailleurs  on  ne  restreindra  pas  la  généralité 
de  l'hypothèse  en  posant  ^=  i,  puisqu'on  peut  toujours 
admettre  que  l'équation  (2)  a  été  divisée  par  le  coeffi- 
cient de  dy  ;  et  dès  lors,  il  faudra  que  le  coefficient  ^ 

soit  indépendant  de^,  ou  qu'on  ait 

^x^)=yfx-\-ix\ 

cW-à-dire  que  ce  cas  est  celui  où  la  proposée  se  pré- 
sente sous  la  forme  d'une  équation  linéaire  du  premier 
ordre. 

445.  Quand  l'équation  (2)  est  homogène,  elle  peut 
s'écrire 

et  l*on  a  vu  [4^9]  qu'elle  se  change  en 
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dx                 \x)      X  ,    . 
1 =  o»                  (ï2 

équation  où  les  variables  sont  séparées,  et  qui  est  par 
conséquent  une  différeutielle  exacte.  Le  facteur  par  le- 
quel il  a  fallu  multiplier  (i  i)  pour  obtenir  (12)  est 


fi  = 


La  condition  d'intégrabilité  appliquée  à  la  fonctioD 

qui  doit  être  une  différentielle  exdcte  quand  les  fonctions 
f,  i};  sont  homogènes  et  du  même  degré,  donne 

^d.f^{x^)    ^       d.(f{x^)       ^d.^x^)    ^       d.^(xj) 
dx  df  dx  dj 

Donc  chaque  membre  de  cette  dernière  équation  a  une 
valeur  indépendante  de  la  forme  des  fonctions  f  ,^,  et  si 
l'on  prend  ^(j:,^)z=:x",  il  vient,  conformément  au  théo- 
rème des  fonctions  homogènes  [122], 

§  4*  I)^&  équations  supérieures  du  premier  ordre. 

446.  Si  l'équation  (  i  )  renferme  la  dérivée^'  élevée  au 
carré  ou  à  des  puissances  supérieures,  on  en  tirera  par 
la  résolution  algébrique  d'autres  équations 

y  — f,(jr,j)=o,    /— f,(^,7)=o,  etc., 
en  nombre  égal  à  celui  qui  indique  le  degré  de  la  pro- 
posée par  rapport  à  y ,  On  les  intégrera  séparément,  si 
c'est  possible  :  et  chaque  intégrale 5  complétée  par  une    , 
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GOQstante  arbitraire,  satisfera  à  la  proposée.  Le  produit 
de  toutes  ces  intégrales  satisfera  donc  de  la  manière  la 
plus  générale  à  Féquation  différentielle  proposée;  ou,  en 
d'autres  termes,  ce  produit  en  sera  l'intégrale  générale. 
On  pourrait  désigner  les  constantes  arbitraires  qui  en- 
trent dans  chaque  facteur  par  des  lettres  différentes; 
mais  on  ne  restreindra  pas  la  généralité  de  l'intégrale 
en  désignant  toutes  ces  constantes  arbitraires  par  la 
même  lettre;  puisque,  si  l'on  attribue  à  cette  lettre  unique 
toutes  les  valeurs  numériques  possibles,  on  obtiendra 
évidemment  toutes  les  intégrales  particulières  que  chaque 
facteur  de  l'intégrale  générale  est  susceptible  de  fournir. 
Par  exemple,  la  résolution  de  l'équation 

/'*  —  aar=o 
donne 

/ — v/^=o,    y  +  v/^=o, 

équations  qui  ont  pour  intégrales 

c+x — |V/^  =  o,     c^  +  y  '\-  \\/mc^  t=io. 

.En  faisant  le  produit  on  a,  pour  l'intégrale  générale 
de  la  proposée, 

(c  +  7  —  7  V/S^)  (c^ -f-7  + 1  V/^)= o; 

et  l'on  n'en  diminuera  pas  la  généralité  si  l'on  posec,=c, 
ce  qui  donne  au  produit  la  forme  rationnelle 

Il  est  visible,  par  la  théorie  de  la  composition  des 
équations  algébriques,  que  dans  tous  les  cas  l'intégrale 
générale  sera  rationnelle  en  x^y,  lorsqu'on  identifiera  les 
constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  chaque  facteur 
irrationnel,  et  lorsque  la  proposée  sera  elle-même  ration- 
nelle en  Xj  y^y. 

447.  Il  y  a  possibilité  dans  certains  cas  d'éluder  la 
résolution  de  l'équation  proposée  par  rapport  à^'.  Si, 


I 


232  LIVRE  VI.    GHÂ.KfTH£  I. 

par  exemple,  la  variable  y  ii*y  entre  pas,  et  qu'elle  soit 
réductible  à  la  forme  x=.fyj  on  aura,  en  appliquant 
à  la  fonction  dj=iydx  la  règle  de  l'intégration  par 
parties, 

y=yx-fxdf  +  C=fJj^—/ffdf+C. 
Lorsque  la  quadrature  indiquée  dans  le  dernier  membre 
de  cette  équation  pourra  s'effectuer  algébriquement,  il 
n'y  aura  plus  qu'à  éliminer^'  entre  cette  équation  et  la 
proposée  pour  obtenir  l'intégrale  complétée  par  la  cons- 
tante arbitraire  C.  On  traiterait  d'une  manière  semblable 

l'équation  ^1= /y,  après  avoir  posé  ^'=—„  c'est-à-dire 

après  avoir  pris^  pour  variable  indépendante. 

448.  Quand  la  proposée  sera  de  la  (ovme  jr'=zf{x^\ 
on  en  tirera 

dx       df  dx 

Cette  dernière  équation  est  du  premier  ordre  par  rap- 
port aux  variables  x^  :  en  admettant  qu'elle  tombe 
dans  la  catégorie  de  celles  qu'on  sait  intégrer,  il  suffira 
d'éliminer  /  entre  l'intégrale  obtenue  et  la  proposée, 
pour  avoir  l'intégrale  même  de  la  proposée. 
Par  exemple,  si  celle-ci  est  de  la  forme 

on  aura 

.  dy'  dx         cp'r'  A'r' 

et  par  suite  [44^] 

On  doit  remarquer  en  particulier  l'équation 

j  =  xy'  -h  ^j',  (  1 3) 
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l'où  Ton  tire  par  la  différeutiation 

o=(^//  +  x)g.  (,4) 

Od  satisfait  à  l'équation  (i4)  en  posant 

^=o,     d'où     /=«, 

et  la  substitution  de  cette  valeur  de  y  dans  l'équation 
(i3)  donne  pour  intégrale  générale 

équation  d'une  ligne  droite  qui  se  déplace  sur  le  plan 
xy  quand  on  fait  varier  la  constante  arbitraire  c. 

On  satisfait  encore  ft  Féquation  (i4)  en  posant 

i(f  +  j;  =  o;  (i6) 

et  si  l'on  élimine^'  entre  les  équations  (i3)  et  (i6),  on 
aune  équation  en  x^jj  qui  satisfait  à  l'équation  (i3), 
mais  qui  n'en  est  pas  l'intégrale  générale,  puisqu'elle  ne 
contient  pas  de  constante  arbitraire,  et  qui  n'est  pas  non 
plus  une  intégrale  particulière,  puisqu'on  tire  de  l'équa- 
tion (  1 6)  une  valeur  de  y'  en  x^  incompatible  avec  les 
valeurs  ^'=c,  tirées  de  l'intégrale  générale.  Cette  équa- 
tion résultante  en  x^jr  est  donc  une  intégrale  singulière 
de  la  proposée  [i64]* 

Il  faut  remarquer  que  l'élimination  de  c  entre  l'équa- 
tion (i  5)  et  sa  dérivée  par  rapport  à  c, 

<j*'c  +  j:  =  o, 
donne  la  même  équation  finale  en  x^y^  que  l'élimination 
\^  y  entre  les  équations  (i3)  et  (i6)  :  ce  qui  doit  être, 
puisque  l'intégrale  singulière  représente  [189]  la  courbe 
enveloppe  de  toutes  les  droites  qu'on  obtient  en  fai- 
sant varier  sans  discontinuité,  dans  Féquation  (i5),  le 
paramètre  c. 


y%i»HPlM^%i^^»^»»<K^X»^»^^>»»»WI^<tl>^***^»»^^^*^^^%*^^<*^«*»%^^^»*W»*0*<— «»»»%»»»W 
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% 

449.  On  rainène  toujours  aux  quadratures  l'intégra- 
tioo  des  équations  dilSerentielles  d^un  ordre  quelconqoe, 
de  la  forme 

j^H-Oo=^.),     ou  ^-^Sj^)\  (i) 


p 

"=7: 


car  on  en  tire 
On  a  ensuite 


et  en  continuant  ainsi  on  obtient  la  valeur  de^  exprimée 
en  fonction  de  ^"^  par  une  suite  de  quadratures.  II  ne 
s'agit  plus  que  d'éliminer^")  entre  la  dernière  équatiofl 
obtenue  et  l'équation  (a),  pour  avoir  l'intégrale  de  Fé-  j 
quation  (  i  j,  complétée  par  /i-^  i  constantes  arbitraires 

Par  exemple,  l'équation  du  second  ordre 

(■+j")v_ 


a 

r 


\ 
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donne  d'abord 

dx= — ,  ,3>     d'où    x=G .  (3) 

On  a  ensuite 

et  en  éliminant  j  on  tombe  sur  l'équation  d'un  cercle 

[x^cy+{x—G,y^a\       .       (4) 

Effectivement  l'équation  proposée  exprime  [190]  que 
le  rayon  de  courbure  de  la  ligne  plane  dont  x^jr  dé- 
signent les  coordonnées  courantes,  est  égal  à  la  cons- 
tante a. 

Lorsqu'on  pourra  résoudre  l'équation  (a)  par  rap- 
port à  ^"'^  et  en  tirer 

:^<-)=f(x,c), 

il  viendra 

^«-  0  c=/f(^,  C>£r  +  C , , 

jC—»)  =fdxfi{x,  C)rfT  +  C .  a:  +  C .  ; 
et  en  continuant  ainsi,  on  obtiendra  immédiatement,  par 
une  suite  de  quadratures,  la  valeur  de^  en  Xy  renfer- 
mant /i-^  I  constantes  arbitraires. 
Ainsi,  de  l'équation  (3)  l'on  tirerait 

/      -I-       ^  —  ^ 

•^  ~~  V/ini(a:-C)»' 

d'où 

,    C   ix  —  Odx  ^ ^ 

ce  qui  conduit  encore  à  Téquation  (4). 

450.  On  ramène  pareillement  aux  quadratures  l'inté- 
gration de  toute  équation  de  la  forme 

j(M-.)=,^.),     ou     .^==/VW; 
car  ou  en  tire 
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et  en  intégrant 
d'oii 


<fy(-) 


Ci;        (5) 


Il  vient  ensuite 

et  en  continuant  de  la  même  manière  on  obtient  k  n^ 
leur  de  jr  en  fonction  de  y^^  par  une  suite  de  quadra-   » 
tures.  Il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  ^"^  entre  la  dernière 
équation  obtenue  et  l'équation  (5)  :  l'équation  rétaltànte 
est  l'intégrale  générale  que  l'on^  cbnche. 

Quand  l'équatirâ  (5)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

j(-)=f(ar,CC,), 

on  obtient  immédiatement ,  comme  tout  à  l'heure,  par 
des  quadratures  successives,  la  valeur  de  jr  en  x^  renfer- 
mant le  nombre  de  constantes  arbitraires  requis  pour  la 
généralité  de  l'intégrale. 
L'équation 

que  l'on  rencontre  fréquemment  en  mécanique^  a  donc 
pour  intégrale  complète 


~J  ^. 


ordinairement,  dans  cette  formule,  la  variable  x  désigne 
le  temps. 

451 .  L'ordre  des  équations  difterentielles  qui  ne  con; 
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tiennent  qu'une  seule  des  variables  primitives,  s'abaisse 
au  moins  d'une  unité.  La  proposition  est  évidente  pour 
toutes  celles  qui  ne  contiennent  que  la  variable  indé- 
pendante et  les 'dérivées  de  la  fonction,  ou  qui  sont  de 

la  forme. 

F(j;,/(''),7("+'), , .  .7("+*))  =  o  ;  (6) 

puisque  cette  équation,  de  Tordre  /i-[-v  par  rapport  aux 
variables  x^j-^  n'est  plus  que  de  l'ordre  v,  quand  on  prend 
pour  variables  primitives  j:,  j^^K 

Si  la  fonction^  entrait  dans  l'équation  proposée  au 
lieu  de  la  variable  indépendante  .r,  on  pourrait  changer 
de  variable  indépendante  [i34  et  suii^.]y  et  l'ordre  de 
l'équation  transformée  s'abaisserait  au  moins  d'une 
unité. 

Après  qu'on  aura  obtenu  l'intégrale  de  l'équation  (6), 
en  prenant  pour  variables  x^j^*\  ou  résoudra  l'équation 
intégrale  par  rapport  à  x  ou  à  j^"^  ;  et  en  suivant  l'un 
ou  l'autre  des  procédés  déjà  indiqués,  on  déterminera, 
moyennant  une  suite  de  quadratures,  la  valeur  de^en 
X,  avec  /i-[-v  constantes  arbitraires. 

452.  Lorsque  l'équation  à  intégrer  est  de  la  forme 

on  a ,  en  intégrant  n  fois  de  suite  par  rapport  à  j;,  et 
en  écrivanc,  pour  simplifier,  f^*^  a^l  lieu  dejfy/^^^an 
lieu  de  JJf,  et  ainsi  de  suite, 

Mais,  au  moyen  de  l'intégration  par  parties,  on  rem- 
place, dans  le  dernier  membre  de  l'cquation  précédente, 
l'intégrale  multiple  par  une  suite  d'intégrales  simples. 
En  effet,  l'on  a,  en  omettant  d'abord  les  constantes, 


^ 
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f^*)fxdx  *  =  fdxffxdx = xffxdx  —  ffx .  xdx^ 
P^xdx''  =fdxfi-)fxdx^  ^fxdxffxdx-^fdxffx.xh, 
fxdxffxdx=^^x*ffxdx — ^ffx.x^dx^ 
fdxffx.xdxf=^xffx.xdx^^ffx.x*dxj 
d'où 

f^^)fxdx^  = {x^ffxdx  —  %xffx.xdx  +  /fx^x'^dx). 

On  trouverait  de  même 

= 5  {p^  ffxdx—Za^ ffx,xdx  H-  Zxffx.x^dx  ^ffx^dx), 

d'où,  par  induction, 

f{^)fxdaf^=:. •^— r  j  xr-^ffxdx xf^-^ffxadx 

ou  symboliquement 

en  convenant  qu'après  le  développement  on  fera  passer 
les  puissances  dessous  le  signe ^  et  qu'on  remplacera 
ensuite  Ç  par  x. 

On  démontre  celte  formule,  comme  celle  du  binôme, 
et  comme  toutes  les  formules  analogues,  en  prouvant 
que  si  elle  est  vérifiée  pour  une  valeur  particulière 
de  /î,  elle  subsiste  pour  la  valeur  consécutive  /i-[-  i. 

Nous  aurons  donc,  en  rétablissant  les  constantes  ar- 
bitraires que  chaque  intégration  introduit,  et  en  conser- 
vant, pour  abréger,  la  notation  symbolique  employée 
ci-dessus, 

(x-iy-^ffxdx     ^  ^  ^  ^ 

I ,  a. o. ..(^/i— I  j 
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S  a.  Des  facteurs  propres  à  rendre  iotëgrables  les  équations 
difTërentieUes  des  ordres  supérieurs. 

453.  On  peut  toujours  concevoir  qu'une  équation 
difFérentielle  de  l'ordre  n  a  été  ramenée  à  la  forme 

/{^^ïyfiï^  •  •  •/'•"'^)  +/">  =  o.  (7) 

D'un  auti*e  côté,  si  Ton  représente  par 

t^^,/,/,/",-  •  .7('«),j(-0)  =  C  (8) 

Téquation  d'ordre  n —  1  dont  la  proposée  dérive,  C  dési- 
gnant la  constante  arbitraire  qui  disparaît  dans  le  pas- 
sage de  réquation  (8)  à  l'équation  (7),  la  différentiation 
(lonnei*a 

ou 

\dx^     dvi  ,     dxi  ,  dvi     f     7\    dxi     .    ,  ^        ,    . 

En  vertu  de  l'hypothèse,  les  équations  (7)  et  (10)  doi- 
vent être  identiques  :  donc,  réciproquement,  si  l'on 
multiplie  l'équation  (7)  par  un  certain  facteur 

qui  ne  peut  dépendre,  comme  la  fonction  t;;^  elle-même^ 
que  des  quantités  ^j/j^'v—T^''^'^  on  rendra  la  proposée 
identique  avec  l'équation  (9),  c'est-à-dire  qu'on  rendra  le 
premier  membre  de  la  proposée  une  différentielle  exacte. 
Il  est  d'ailteurs  évident  que,  non-seulement  le  facteur  |a, 
mais  tous  ceux, en  nombre  infini,  qui  se  trouvent  com- 
pris dans  la  formule  (it.f('^)9  f  désignant  une  fonction 
quelconque,  jouissent  aussi  de  la  propriété  de  rendre  le 
premier  membre  de  l'équation  (7)  une  différentielle 
exacte. 
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L'éqiiation  proposée  étant  du  n*  ordra  ^onporte  •«; 
intégrales  premières  de  Tordre  /i— i  |1c64)V  wit 

une  autre  de  ces  intégrales  preimèrcisr.pài' la-^MÉw;^ 
raison  que  tout  à  Theiire  6n  rend  encore'lM  "j^ïti^dÉtlj 
une  différentielle  exacte ,  en  la  mùltîpfiant  par  le] 
facteur 

ou  plus  généralement  par  un  des  &cteur8,.ei|  nombre  û-  ' 
fini,  compris  dans  la  formule  fixf,(td^),  f, -déiign^v^t  oiie 
autre  fonction  arbitraire.  .  .  - 

Donc,  plus  généralement,  si  Ton  désigque  pftF.^^4) 
une  fonction  quelconque  des  deiît'  quantité  '^10,9  Uws 
les  fiu^teurs  compris  dans  la  formule 

ou  .',.,.'.;■  ,       ;.,     . 

jouissent  de  la  propriété  de  rendre  le  premier  membre 
de  la  proposée  une  différentielle  exacte,  ce  premier 
membre  devenant  alors  la  différentielle  de  la  fonction 

Donc  enfin,  si  Ton  désigne  par 

les  n  intégrales  premières  de  la  proposée,  et  par  ^  une 
fonction  quelconque  des  quantités  xj,  xi^^  xi%j*»'-Vif^t^}s» 
facteurs  propres  à  rendre  la  proposée  une  diffisrentielk 
exacte,  sont  compris  daus  la  formule  générale 
d^     d^        dxi,      d^  dxi^,     i» 


■I 
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454.  Appliquons  cela  à  Téquatioa  du  second  ordre 

^i  devient,  suivant  qu'on  la  multiplie  ou  qu'on  la  di- 
vise par  3^ 

X  X 

équations  dont  les  premiers  membres  sont  respectivement 
les  différentielles  exactes  des  fonctions 

%i=xy  —  a/,    vi,^=~  (n) 

X 

La  proposée  a  pour  intégrales  du  premier  ordre 

^/  — 2J  =  C,    ^=C,, 

et  pour  intégrale  seconde,  résultant  de  l'élimination  de 
la  fonction^  entre  les  intégrales  premières, 

C.^*  — 2/  =  G. 

Dans  ce  cas,  les  facteurs  qui  jouissent  de  la  propriété 
de  rendre  le  premier  membre  de  la  proposée  une  diffé- 
rentielle exacte^  sont  exprimés  par  la  formule 

rftrf  X       dxii      * 

la  composition  des  fonctions  ri^  zi^  étant  donnée  par  les 
équations  (ii))  et  la  fonction  ^  restant  arbitraire. 

S  3.  Des  équations  diffërentielles  iiuëaireSy  d'un  ordre  quelconque. 

455.  On  nomme  équation  différentielle  linéaire  celle 
qui  ne  renferme,  ni  les  puissances  supérieures  à  la  pre- 
mière, ni  les  produits  de  la  fonction  et  de  ses  coefficients 
différentiels  des  divers  ordres,  et  qui  est  par  conséquent 
de  la  forme 

y{n)^  Pj(«-i)  +  Qj(-")  +  .  .  .  +  Ur  =  V,  (fl  ) 

T.  II.  l6 
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P,Qv.-U,V  désignant  des  fonctions  de  la  seule  variable 
indépendante  x.En  général ,  si  l'équation 

est  celle  qui  exprime  rigoureusement  la  loi  d'un^phéno- 
mène;  et  que  de  plus,  par  la  nature  de  ce  phénomène, 
les  quantités  J*,^*^^*"?..../^"^  soient  assujetties  à  rester 
toujours  très-petites,  de  façon  qu'on  puisse  négliger  les 
produits  et  les  puissances  supérieures  de  ces  quantités, 
la  fonction  ^  se  transforme  en  une  fonction  linéaire  des 
mêmes  quantités  variables;  et  l'équation  du  problème 
devient  une  équation  différentielle  linéaire.  Lia  théorie 
de  l'intégration  des  équations  de  cette  espèce  doit  donc 
attirer  notre  attention,  non-seulement  à  cause  des  faits 
d'analyse  très-remarquables  qui  s'y  rattachent,  mais  aussi 
à  cause  de  l'importance  des  applications. 

Supposons  d'abord  que  le  second  membre  de  (a)  soit 
nul  y  ou  qu'on  ait  à  intégrer  l'équation 

j(«)  4-  Pj("-  0  4-  Q j(«-»)  + . . .  4-  Uy = o.         (i) 

La  propriété  caractéristique  d'une  équation  de  cette 
forme  consiste  en  ce  que,  si  l'on  a  diverses  valeurs  parti- 
culières de^  en  fonction  de  x  qui  y  satisfassent,  valeurs 
que  nous  désignerons  par^„j*a,^3,  etc.,  la  somme  de  ces 
valeurs,  multipliées  respectivement  par  des  constantes 
arbitraires  Ci,Ca,G3,  etc.,  ou 

C.7,  -f-C,7,+ 6373+ etc., 

y  satisfait  pareillement.  La  forme  du  calcul  sur  lequel 
cette  proposition  repose,  résulte  si  évidemment  de  la 
forme  même  de  l'équation  (é),  'qu'il  suffit  de  l'indi- 
quer. 

Il  suit  de  là  que  si  Ton  connaît  n  valeurs  particulières 
et    distinctes,  JK,, /"ajj^s,  ••  .7*1.9    propres    à   satisfaire 
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à,  l'équation  (6),  celle-ci  aura  pour  intégrale  générale  . 

car  cette  valeur  de  j-  satisfait  à  la  proposée,  et  à  cause 
des  n  constantes  arbitraires  et  distinctes  qu'elle  ren- 
ferme,  elle  a  toute  la  généralité  qu'une  telle  intégrale 
comporte. 

456.  Or,  il  est  un  cas  où  l'on  trouve  facilement  n 
valeurs  particulières  de  y  propres  à  satisfaire  à  Téqua- 
tion  (b)  :  c'est  celui  où  tous  les  coefficients  P,Q,....U  se 
réduisent  à  des  constantes;  car  si  l'on  pose  y^=er^^  on 
auA,  quelque  soit  i^y^^=,m!e^\  de  sorte  que  cette  va- 
leur de  j-^  substituée  dans  l'équation  {b\  donnera  pour 
résultat 

^m"  +  Pm"-»  +  Q/n""~*  +  . .  .  +  U)=o; 

et  dès  lors,  il  est  visible  que  la  ïonctxon  j^=ier*  satisfait 
à  l'équation  {b\  pourvu  que  la  valeur  assignée  au  nombre 
m  soit  l'une  des  racines  de  l'équation  numérique 

iii?'4-Piii*-'4-Q/»""*  +  ..  .-4-U=o.  {m) 

Donc,  si  l'on  désigne  par /72i,/7i2,/723, /72„les  n  racines 

de  cette  équation,  et  par  C, ,€,,€3,... .  C»  des  cons- 
tantes arbitraires,  l'équation  [b)  a  pour  intégrale  géné- 
rale 

7=zzC,e^«'-f-C,'»>'  +  C3'»»'-f-...-4-C„e^n*.         {c) 

457.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  de  donnera 
comprendre  pourquoi  le  cas  que  nous  traitons  en  ce  mo- 
ment, cas  en  apparence  si  particulier,  a  néanmoins 
assez  d'importance  dans  les  applications  pour  mériter 
un  examen  spécial. 

D'abord  il  est  clair  que  ce  cas  comprend  celui  où  le 
second  membre  de  l'équation  {b\  au  lieu  d'être  zéro,  se- 


I 


6. 
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•  rait  un  nombre  Y  quelconque;  car  il  suffirait  de  posy 

V 

^izuT)-]-  ==,  pour  réduire  à  zéro  le  second  membre  de  la 

transformée  en  t). 

Remarquons  ensuite  que  dans  la  plupart  des  applica- 
tions de  l'analyse  à  la  physique  le  temps  est  la  variable 
indépendante  désignée  ici  par  x^  et  que  cette  variable 
n'entre  pas,  pour  l'ordinaire,  autrement  que  par  sesdif- 
féreutielles,  dans  les  équations  des  problèmes.  Si,  par 
exemple,  il  s'agit  d'une  question  de  mécanique,  les  forces 
qui  sollicitent  un  système  matériel  ne  varieront  com- 
munément qu'avec  les  distances  respectives  des  parties 
du  système  :  elles  seront  des  fonctions  explicites  de  ces 
distances  à  une  époque  quelconque,  et  ne  dépendront 
pas  explicitement  du  temps  écoulé  depuis  l'instant  pris 
pour  origine. 

458.  Lorsque  toutes  les  racines  de  l'équation  (m) 
sont  réelles  et  inégales,  on  vérifie  aisément  que  les  cons- 
tantes arbitraires  Gj ,  C, ,  C3 , . . .  C„  peuvent  toujours 
être  numériquement  déterminées  au  moyen  des  valeurs 
initiales 

7o,yo,7"o,...7o("-'"^,  {0) 

correspondant  à  x=:o.  Soit,  par  exemple,  /i=:3,  on 
aura 

y\=m\C,+m\C,+mlG^', 
d'où  l'on  tire 


C.= 


{m^  —  m^){m,—m^) 
{m^  —  m^){m^—m^) 
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La  symétrie  de  ces  formules  indique  suffisamment  la  loi 
des  expressions  qu'on  obtiendrait ,  si  l'on  avait  un  plus 
grand  nombre  de  comtantes  arbitraires  à  déterminer,  au 
moyen  des  valeurs  initiales  de  la  fonction  et  de  ses  dé- 
rivées. 

Si  l'on  sait,  par  la  nature  de  la  question,  que  la  gran- 
deur jr  ne  peut  pas  croître  indéfiniment  avec  x^  il  faut 
nécessairement  supposer  nulles  les  constantes  arbitraires 
Q  qui  correspondent  à  des  racines  positives  nii  de  l'é- 
quation {pfi).  Alors  les  valeurs  initiales  (o)  ne  peuvent  * 
plus  être  données  arbitrairement;  mais  il  faut  qu'il  y  ait 
entre  elles  autant  d'équations  de  condition  que  l'équa^ 
tioQ  {rri)  admet  de  racines  positives.  On  doit  remarquer 
ce  mode  de  réduction  du  nombre  des  constantes  arbi- 
traires, d'après  des  considérations  tirées  de  la  forme  des 
fonctions,  indépendamment  des  valeurs  numériques  de 
leurs  paramètres.  Des  considérations  du  même  genre  re- 
viennent fréquemment  dans  les  applications  de  l'analyse 
aux  questions  physiques. 

459.  Si  l'équation  {ni)  avait  des  racines  imaginaires, 
les  exponentielles  devenues  imaginaires  se  conjugueraient 
deux  à  deux  et  se  transformeraient  en  sinus  et  cosinus 
d'arcs  réels.  Ainsi,  azfcp^/— i  désignant  deux  racines 
imaginaires  conjuguées  de  l'équation  (/ti),  les  termes  ex- 
ponentiels que  ces  racines  amènent  dans  l'intégrale  gé- 
nérale, savoir 

c ,  d^*+pv^~)  +  c ,  e-c*-  p^~V 

se  changent  en  

=<î«[(C,  +  C,)cosp^  -4-  (C.  —  C.)»/Z:7.sin  pj?], 
'^  finalement  prennent  la  forme 

^(ML  cos  px  -f-  N  sin  ^x\ 


i 
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quand  on  ëtablil  entre  les   constantes   indéterminées 
Ci,C2,M,N  les  deux  relations 

C.4-C.=M,     (C— C,)|/=:7  =  N. 

On  peut  encore  simplifier  cette  expression  en  posant 

M =X  cos  8,     N  = — X  sin  e, 
ce  qui  donne 

ei^{M  cos  Pa:  H-  N  sin  ^)  «= V*  cos(piar  +  «)  : 

alors  Xy  e  sont  les  deux  constantes  arbitraires. 

Si  la  partie  rëelle  a  du  couple  de  racines  imaginaires 
que  nous  considérons,  est  négative,  le  facteur  é"  décroit 
indéfiniment  pour  des  valeurs  croissantes  de  Xj  taïkKs 
que  le  facteur  X  cos  (^x  -i-  e)  oscille  périodiquement  entre 
les  valeurs  — X  et  -^X:  la  fonction  donnée  par  le  pro- 
duit de  ces  deux  facteurs  éprouve  donc  des  oscillations 
périodiques  dont  l'amplitude  va  en  décroissant  très-ra* 
pidement  pour  des  valeurs  croissantes  de  x.  Au  contraire» 
pour  a  positif,  l'amplitude  des  oscillations  de  la  fonctiom 
irait  en  croissant  avec  une  grande  rapidité  et  au  delk 
de  toute  limite^  ce  qui  est  manifestement  incompatible? 
avec  la  loi  de  tout  phénomène  naturel.  Un  cas  sem- 
blable ne  saurait  avoir  qu'une  existence  purement  abs- 
traite. 

Lorsque  l'équation  (m)  n'a  que  des  racines  imagi- 
naires  dont  les  parties  réelles  s'évanouissent,  la  valeur 
complète  de^est  une  suite  de  termes  de  la  forme 

Xcos(p^  +  e).  (i)} 

Imaginons  que  j-  désigne  la  quantité  variable  avec  x, 
dont  une  grandeur  s'écarte  en  plus  ou  en  moins  de  sa 
valeur  moyenne  y),  ou  ce  que  les  astronomes  appellent 
plus  brièvement  Vinégalilé  de  n  :  cette  inégalité  sera  la 
somme  de  plusieurs  inégalités  périodiques,  exprimées 
chacune  par  un  terme  de  la  forme  (yi),  La  constante  "k 
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se  nomme  le  coefficient  de  l'inégaiitë;  elle  en  dëtermine 
XampUtude^  et  dépend,  ainsi  que  la  constante  e,  des  va- 
leurs initiales  de  la  fonction  et  de  ses  dérivées.  Le  nombre 
P  détermine  Véteridue  de  la  période,  puisque  Tinégalité 
reprend  les  mêmes  valeurs  pour  des  valeurs  de  x  dont  la 

différence  est  -^  :  la  grandeur  de  P  est  donnée  par  Fé- 

quation  différentielle,  indépendamment  des  valeurs  ini- 
tiales de  la  fonction  et  de  ses  dérivées.  Toutes  ces  consi- 
dérations sont  d'une  application  fréquente,  à  l'occasion 
des  phénomènes  soumis  à  la  loi  de  périodicité. 

460.  Lorsque  quelques-unes  des  racines  de  l'équation 
(m)  deviennent  égales  entre  elles,  l'analyse  précédente  se 
trouve  en  défaut.  Soit,  par  exemple,  mi=m^  :  les  termes 
C|e"**-|-C,^**  se  confondront  en  un  seul  (Ci-|-C,)^'"»', 
et  le  coefficient  Ci-f-C,  n'équivaudra  qu'à  une  seule 
constante  arbitraire  [i64],  en  sorte  que  l'intégrale  (f?) 
n'aura  plus  la  généralité  requise.  Dans  ce  cas,  si  nous 
posons 

la  substitution  de  cette  valeur  dans  l'équation  {b)  don- 
nera 

+B,e*i'[/w»,»-»4-(/i^i)P/n,'«-»+(w--2)Q/w,'»--^-|-..+T]==o. 

Le  facteur 

/»,«  +  P/w,''"  +  Q//i,"-*  +  . .  .+T/W,  -i-U 

s'évanouit,  puisque  /w,  est  racine  de  l'équation  (/w);  et  le 
polyuôme  qui  multiplie  Bx^»'  s'évanouit  aussi,  puisque, 
par  hypothèse, /7î,  étant  une  racine  double  de  l'équation. 
{m\  est  aussi  une  racine  de  l'équation  dérivée 
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DonCy  si  Ton  continue  de  désigner  par  m^y.jn^  les  ra- 
cines simples  de  Tëquation  (rn),  et  si  l'on  pose 

on  satisfera  à  l'équation  (b)  dont  on  aura  ainsi  l'intégrale 
générale,  à  cause  que  les  constantes  A<,B,,C3,.**Q9  <^i^ 
nombre  /z,  sont  irréductibles  entre  elles. 

On   Irouverait  de  même  que,  dans  le  cas  de  trois 
racines   égales  m^^m^^mi^  il   faut  remplacer  te  tri- 


nôme 


C,ô"».'  +  Ç»^»'  H-  Cae"»'  {i3} 

par 

et  ainsi  de  suite. 

La  forme  que  prend  l'intégrale  générale  dans  le  cas 
oii  l'équation  {m)  a  des  racines  égales,  résulte  encore  du 
calcul  suivant. 

Au  lieu  de  poser  immédiatement  mf=m^^  faisons  d'a- 
bord /w,=/w,-j-e,  ce  qui  donnera 

C,c-«' -4- C,«**' = c-«*  (C,  +  C,e-) 

r^        -,        IX       e*a?*         ^'x^  ., 

=  «"'•  [C.  -f-  C,(i  +  —  H H 5  +  etc.)], 

•■  ^  I  1.2  1.2.3  -^ 

en  substituant  à  e"*  la  série  toujours  convergente  qui  en 
est  le  développement.  Il  est  permis  de  mettre  cette  ex- 
pression sous  une  autre  forme,  en  changeant  de  cons- 
tantes arhitraii*es,  et  en  posant  pour  cela  C,-|-Cj=À„ 
C,6=B,.  De  cette  manière,  l'expression  ci-dessus  de- 
vient 

ot  si  Ton  fait  maintenant  v=^o^  elle  se  réduit  au  second 
membre  de  Téquation  (^12). 

Tit*  trinôme  (i3^  ayant  été  remplacé  par 

r-''.A,-hB..r^-hC,tf-5', 


<••"»' 
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ins  le  cas  où  les  deux  racines  m^^  m^  deviennent  égales, 
1  pourra  faire  /7i3=m,-|-8,  ce  qui  change  l'expression 
récédente  en 

=«"''[A,  +  B,ar+C3(H 1 1 ^  +  etc.)]. 

.îen  n  empêche  de  changer  de  constantes  en  posant 

u  moyen  de  quoi  le  second  membre  de  Téquation  pré- 
îdente  devient 

^x*rD.  +  E,j?+F,ar*-hF/^  +  etc.^l , 

:  se  réduit  à 

trsqu'on  fait  8=0.  La  même  méthode  s'applique  évi- 
Bmment  au  cas  où  le  nombre  des  racines  égales  devient 
uelconque.  Il  est  bon  de  connaître  cette  méthode  que 
s  analystes  ont  souvent  employée  dans  des  cas  ana- 
»gues  et  plus  compliqués;  bien  qu'elle  soit  sujette  à 
uelques  difficultés  qui  disparaissent  lorsqu'on  justifie 
irectement,  comme  nous  l'avons  fait  d'abord,  la  forme 
ttribuée  à  l'intégrale  générale,  dans  l'hypothèse  où 
équation  {m)  acquiert  des  racines  égales. 
461.  L'équation  (ti)  peut  rarement  s'intégrer  lorsque 
!s  coefficients  sont  des  fonctions  de  x.  Prenons  pour 
SLemple  l'équation  du  second  ordre 

7*'  +  P/H-Q7=o: 
i  loQ  pose 

m  devient 

Pt  lorsque  cette  équation  du  premier  ordre  en  z  et  a; 
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peut  s'intégrer^  par  la  séparatioa  des  variables  ou  au- 
trement, on  a  par  les  quadratures  la  valeur  de^  en  x. 

En  général ,  si  Ton  substitue  dans  Téquation  [b)  la 
valeur  de^  en  ^  donnée  par  l'équation  (d)^  la  trans- 
formée en  z  et  a:  s'abaisse  à  l'ordre /i — limais  en  cessant 
d'être  linéaire. 

On  intègre  les  équations  linéaires  de  la  forme 
{a  -h  *^)'»7(»)+  P(û  H-  3a?)«-«j(»-0  +  Q(a  -f  &r)»-»/<«->). .. 

.•..  +  T(a  +  *^)+U  =  o,  {e) 

où  P,Q, T,U  désignent  encore  des  coefficients  cons- 
tants, en  posant  jr=:(a'^ba:)'',  ce  qui  donne,  pour  déter- 
miner /w,  l'équation  algébrique  du  degré  n 

p 
/w(/»  — i). .  .(/w — n-l-  i)  +  -7-.m(/»—  i). .  .(m— n+a) 

Q      /  N      /  ON  Tiw       il 

en  sorte  que,  si  l'on  désigne  par  m^,m^^ m.  ies/t  ra- 
cines de  cette  équation,  et  par  C„  C,,  • . . .  C»  des  cons- 
tantes  arbitraires,  l'équation  (e)  a  pour  intégrale  gé- 
nérale 

Cette  intégrale  est  donc  transcendante,  à  moins  que 
l'équation  en  m  n'ait  toutes  ses  racines  rationnelles. 

462.  Si  l'on  connaissait  une  valeur  particulière  /i, 
propre  à  satisfaire  à  l'équation  (é),  on  pourrait  abaisser 
d'une  unité  l'ordre  de  l'équation  (é)  et  même  l'oixlre  de 
l'équation  (a).  Pour  cela  il  suffirait  de  faire 

y=yjzdx,  (/) 

z  désignant,  comme  ci-dessus,  une  nouvelle  variable, 
fonction  de  x.  Remarquons  à  cet  effet  que ,  si  l'on  de- 
signe  par  u^v  des  fonctions  quelconques  d'une  même 
variable  indépendante,  on  a  : 
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d,  Uif  =  udv  -f-  ifdu  y 

d^.uvz=  ud^u  -f-  2dudi^  +  ifd^u^ 

Jb ,uif  =i ud'^v  +  -  .dud^-^v  -+--^ 'd*ud*''*tf  +  . . . 

j  I  i.a 

...   +  -  .difit'^^u+d'u, 
I 

în  conséquence  de  ces  formules^  la  substitution  de  la 

aleur  de  j-  dans  l'équation  (a)  donne 

)r|le  coefficient  de/zdx  dans  cette  équation  est  nul  par 

lypothèse,  puisque^,  est  une  intégrale  particulière  de 

'équation  (b).  Si  Ton  divise  cette  équation  par^,  qui  est 

me  fonction  connue  de  Xj  on  la  ramènera  donc  à  la 

orme 

V 

^,Q„. .  .T„  désignant  comme  P,Q,. . .  .T,  des  fonctions 
onnues  de  jr,  et  l'ordre  de  l'équation  (a)  se  trouvera 
baissé  d'une  unité. 

Dans  le  cas  où  il  s'agit  d'intégrer,  non  pas  l'équation 
a)j  mais  l'équation  (6) ,  la  dernière  équation  obtenue 
st  remplacée  par 

Dans  cette  hypothèse,  si  l'on  connaissait  une  seconde 
râleur  particulière^,,  propre  à  vérifier  l'équation  (é), 
l'une  des  valeurs  de  z  tirées  de  l'équation  (é,)  devrait 
^rérifier  l'équation  (f),  après  qu'on  y  aurait  remplacé/ 
par/,.  On  aurait  donc,  en  désignant  par  2,  cette  valeur 
particulière  de  z. 


252  LIVRE   TI.  CHAPITRE   II. 

y^—yjz^dx,     ou     z^=    J^    • 

Donc,  si  Ton  connaît  deux  intégrales  particulières 
de  l'équation  {b\  on  connaîtra  par  cela  même  une  inté- 
grale particulière  de  l'équation  [b^  ;  et  par  suite  l'ordre 
de  l'équation  [b^  s'abaissera  d'une  unité  au  moyen  delà 
transformation  z=^z^fudx.  Comme  ce   raisonnement 
peut  être  continué  de  proche  en  proche,  il  s'ensuit  que 
si  Ton  connaîl  m  intégrales  particulières  de  l'équation 
(é),  l'intégration  générale  de  cette  équation,  et  même 
celle  de  l'équation  (a),  seront  ramenées  à  dépendre  de 
l'intégration    d'une  équation    différentielle  de    l'ordre 
n — m  ;  de  façon  que  celle-ci  étant  intégrée,  on  aura  Fin- 
tégrale  générale  de  l'équation  {a)  par  de  simples  qua- 
dratures. Ce  beau  théorème  est  dû  à  Lagrange;  mais  la 
démonstration   donnée  ci-dessus,  a   l'avantage,  comme 
M.Libril'a  fait  voir  dans  un  mémoire  fort  intéressant  ('), 
de  mettre  parfaitement  en  lumière  les  analogies  qui  rat- 
tachent étroitement  la  théorie  des  équations  algébriques 
à  celle  de  l'intégration  des  équations  différentielles  li- 
néaires. 

463.  Quand  les  coefficients  P,Q, ....  U  de  l'équation 
(à)  sont  des  nombres  constants,  le  dernier  terme  V  étant 
seul  fonction  de  x^  on  connaît  n  intégrales  particulières 
de  l'équation  (é). 

ni^^m^j.  .  .  .rrin  désignant  toujours  les  racines  de  l'équa- 
tion {tri).  L'intégration  générale  de  l'équation  {a)  se 
trouve  donc  ramenée  aux  quadratures. 


(•)  Journal  de  mathématiques  de  M.  Crelie,  tom,  X. 
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Soit,   par  exemple ^   l'équation    linéaire  du  second 
>rdre 

3Ù  PyQ  désignent  des  nombres  constants  :  m^yin^  sont  les 

racines  de  l'équation  numérique 

wt''+P/w-f-Q  =  o,  {g) 

et  l'on  a 

Posons 

y=iy^zdx^=.e^^*fzdx  : 
la  transformée  en  z  sera 

i'+  (amj-i-  P)^  =  Vc-'»i',     ou     ^-  (w,-  /Wj)z==  Vtf-"'i', 
I  cause  de  P= — (^i-f-'^»)'  Faisons  en  outre 

=^z^fudx=i — -^-^-^  fudxz=z{m^  —  m^)é^^'"^^>  fudxx 
\  transfoiinée  en  u  donnera 


/w,  —  /w, 
)e  là  on  tire 

u  bien^  en  intégrant  par  parties, 

y  = ^ —^ (A) 

m^  —  /w,  ^  ' 

jes  deux  intégrales  indéfinies  sont  censées  renfermer 
hacune  une  constante  arbitraire. 
Lorsque  m^^m^  sont  deux  racines  imaginaires  conju- 
uées,  de  la  forme  a±p|/ — i,  l'expression  précédente 
échange  en 

=  —  (sin  ^f^e"^  cos  ^x.dx  —  cos  ^/Ver^ûn  ^x .  dx) . 

'Ofin ,  si  Ton  avait  m^==mi ,  le  second  membre  de  l'é- 
uation  {h)  se  présenterait  sous  la  forme  ^  ;  mais,  en  pre- 
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liant  les  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur 
par  rapport  au  paramètre  m^^  et  en  posant  ensuite  h 
m^=m^^  on  trouverait  pour  ce  cas 

464.  Nous  ne  quitterons  pas  ce  sujet  sans  £iire  con- 
naître la  méthode  employée  communément  pour  démon- 
trer le  théorème  du  n**  Ifii. 

Supposons  d'abord  que  Ton  connaisse  n  intégrales 
particulières  de  l'équation  (é),  de  manière  qu'on  ait  pour 
l'intégrale  générale  de  cette  équation 

nous  disons  que  cette  valeur  de  y  peut  encore  être 
prise  pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  (a),  pourvu 
que  l'on  considère  les  facteurs  C,,C,y. .  .  .€«,  non  plus 
comme  des  constantes,  mais  comme  des  fonctions  de  Xy 
qu'il  s'agit  de  déterminer  convenablement. 
Dans  cette  hypothèse  en  effet,  l'on  a 

+7xC\ +7,C', +73C3  4- . .  :+/„C'„ 

(G/  désignant  la  dérivée  de  Q  par  rapport  à  x\  et  si  l'on 
assujettit  les  fonctions  Q  à  vérifier  l'équation 

il  reste 

r'=cy,+cy,+C3/3-f-...+c„/„, 

comme  dans  le  cas  où  les  facteurs  Q  sont  des  cons- 
tantes. 

De  cette  dernière  équation  Ton  tire 

+/.c\-h/.c'.4-r'3C'34-...+y.c;, 

ou  simplement 

/*'=C.7%-hC./\  +  C3/'34-...+  C^"„, 
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quand  on  assujettit  les  dérivées  C\  à  vérifiei: 
de  condition 

y,C'.+y,C\-f-/3C'3  +  ...4-7Xn=o. 

En  continuant  de  la  sorte,  on  trouve  que  la  valeur  dt^ 
donnée  par  Téquation  (i\  et  qui  par  hypothèse  vérifie 
Féquation  (é),  satisfait  aussi  à  l'équation  (a),  pourvu 
que  les  dérivées  C^  vérifient  le  système  des  équations  de 
condition 

r^c^^-7^c^+/^c',+...+y^c'„=o, 

Or,  de  ces  équations  en  nombre  n  on  tire  la  valeur  de 
liaque  inconnue  C^  égale  à  une  certaine  fonction  xii^, 
t  par  conséquent  une  simple  quadrature  donne 

C,  =/nSia:dx + c, , 

,  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  On  ob- 
ient  donc  de  cette  manière,  par  de  simples  quadratures, 
Intégrale  générale  de  Téquatiou  (a),  ave^  les  n  cous- 
antes arbitraires  qu'elle  comporte. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ne  connaisse  que 
i —  I  intégrales  particulières  de  l'équation  (é)  ;  et  afin 
le  simplifier  l'exposition,  prenons  pour  types  des  équa- 
ions  (a)  et  (è)  les  équations  du  4*  ordre 

7'^+Py-hQ7"  +  T/+U7=V,  (i4) 

^0/29/3  désignant  trois  fonctions  connues  de  x  qui  sa- 
tisfont à  la  dernière  équation.  Si  l'on^veut  que  la  fonc- 
tion 

7=C,rx-l-C,j,-hC373  (i5) 


/ 
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satisfasse  à  l'équation  (14)9  01^  P^ut  encore  établir  entre 

'       les  facteurs  inconnus  C, ,  C, ,  C3  les  deux  équations  de 

condition 

r.  C\+7.C'.+73C',=o,  I 

/.c'.+y.Ca+/3Cs=oj|  ^"^ 

au  moyen  de  quoi  les  valeurs  àey^y^  conservent  la 
même  forme  que  si  les  facteurs  Cx,C,,C3  étaient  cons- 
tants; mais  les  valeurs  dey",^"^  contiennent  les  premières 
et  les  secondes  dérivées  de  ces  mêmes  facteurs  ;  et  pour 
que  la  fonction  (i5)  satisfasse  à  réquation(i4)f  il  Êiut 
encore  assujettir  les  facteurs  CiyC^^Ca  à  vérifier  une 
troisième  équation 

c.(2y".+py'.)+c'.(2/\+py'.)+x',(2/"3+p/3) 
+G\y\+c\y\+a\y\=y.       (17) 

On  tirera  des  équations  (i6)  et  de  leurs  différentielles 
les  valeurs  de  C\,G\f:!\,C\  en  fonction  de  C'.,C"x;  et 
on  les  substituera  dans  l'équation  (  i  <^)  qui  deviendra 
une  équation  du  second  ordre  par  rapport  à  CtjXj  ou 
du  premier  ordre  par  rapport  à  C'x,.r.  Celle-ci  étant  in- 
tégrée^  on  aura  la  valeur  de  C,  en  x^  et  par  suite  celles 
de  Ca^Ca  en  x  au  moyen  de  simples  quadratures.  Les 
quatre  intégrations  ou  quadratures  auront  amené  quatre 
constantes  arbitraires,  de  sorte  que  l'intégrale  (i  5)  jouira 
de  toute  la  généralité  requise. 

En  suivant  absolument  la  même  marche,  on  prouve- 
rait généralement  que  l'intégration  de  l'équation  (a)  ne 
dépend  que  de  l'intégration  d'une  équation  de  l'ordre 
n — rrij  et  de  m  quadratures  subséquentes,  lorsqu'on 
connaît  m  intégrales  particulières  de  l'équation  (6). 


Air  ci 
atiolîl 


CHAPITRE  III. 


»r 


Î+J^ 


DE  l'iUT^GRATION  des  lÉQUATIONS  DIFFERENTIELLES 
PAR  LES  SÉRIES  ET  PAR  LES  INTEGRALES  DÉ- 
FINIES. 


465.  Ou  peut  en  géoëral,  à  la  faveur  du  théorème  de 
Maclaurin,  développer  une  fonction  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières  de  la  variable  indépen- 
dante, lorsqu'on  a  entre  la  variable  indépendante  et  la 
fonction  une  équation  différentielle  d'un  ordre  quel- 
conque. En  effet,  soit 

cette  équation  différentielle  :  on  en  déduira,  par  de  nou. 
velles  différentiations,  les  valeurs  de^"+'),^"+*),  et  en 
général  celles  des  dérivées  d'un  ordre  quelconque  supé- 
rieur à  71  y  en  fonction  de  x^y^y\y\. .  .  .^""'^  D'un 
autre  côté,  la  formule  de  Maclaurin  donne 


X 


ro+y.-H-r 


*  1.2  1.2.3 


•^  I.2.3... 


ar" 


0tc. 


(/»— l)  I.2.3.0./Z 


+j^n+0 


a-'+' 


i.a.3...(/i+i) 


jrt,^jr\j  etc.,  représentant  les  valeurs  de^,  y\  etc.,  pour 
X — o.  Si  donc  l'on  fait  x=Oyy=ij^jy=/'o^  etc.,  dans 
les  expressions  de  7^"^^^'*"'"^  etc.,  déduites  de  l'équation 
différentielle  proposée  et  de  ses  dérivées  successives,  on 
déterminera  tous  les  coefficients  de  la  série  qui  précède, 
en  fonction  des /t premiers  coeffîcienisj^oj7''o»«  •  •Jo"'"^* 


T.    II. 


»7 
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Ceux-ci  resteront  arbitraires  et  donneront  à  l'expression 
de  y  toute  la  généralité  qu'elle  comporte.  Une  telle 
série  peut  servir  à  calculer  les  valeurs  numériques  de 
y  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  rendent  la  série  con- 
vergente. 

Prenons  pour  exemple  l'équation  yz=L — .(^-j-x^)  :  le 
calcul  indiqué  donnera 


*jc  oc  00 


3 


/=/o  — 7o  7  +yo-——y. 


I     ■  -^"1.2        •'^   1.2.3 

L'équation  proposée  est  de  celles  qui  peuvent  s'inté- 
grer en  termes  finis;  par  conséquent  la  série  précédente 
est  de  celles  qui  peuvent  être  sommées  ;  et  en  effet,  l'on 
met  l'expression  de^  sous  la  forme 

^v,       I        x^         x^  x^  x^ 

-^       ^  **       ^^       X        1.2        1.2.3         1.2.3.4        1.2.3.4.5 

et  cette  valeur  de  j  se  confond  avec  celle  que  donne 
l'équation  (4)  du  n*'  44^?  quand  on  remplace  la  cons- 
tante arbitraire j*o — 6  par  la  constante  C,  pareillement 
arbitraire. 

Considérons  encore  l'équation 

/'=  — J77:  (i) 

on  aura  pour  le  développement  en  série 

X  x^  ,        x^ 


r=jo+/o-— jo-— -5  — 27' 


I     -"^  1.2.3      ^  •1.2.3.4 

x^  x"^ 

-^  47o  — ^nrr^  "*"  ^^/o  — 5 h  etc.       (2) 

^    1.2.0.4.5.0  1.2.0. •.7  ^ 

466.  Si  la  valeur  x=^o  rendait  infinis  les  coefficients 
différentiels,  à  partir  d'un  ordre  quelconque^  il  faudrait 


tBITlÉGRATlON  PAR  LES  SÉRIES.  259 

t>rclonner  la  série,  non  plus  suivant  les  puissances  de^t, 
mais  suivant  les  puissances  de  x — a,  a  étant  une  va- 
leur de  X  qui  ne  rend  point  les  coefficients  différentiels 
infinis.  En  conséquence  on  aurait 

,  X — a       j,  (x — aV        „,  (x — aY  ,^. 

J=y*+yu \-y'a  -^+/"a^ ^+etC.,  (3) 

I  i.a         "        1.2.3  ^  ' 

jr«,jr'a»/"aï  ^tc,  désignant  les  valeurs  àe  jr^y^y^  etc., 
pour  x=a. 

Soit,  par  exemple, 

y  "=• — [--\'x\'i     ou     xf  +  y  +  x"^  =.o 

l'équation  proposée  :  la  valeur  x=.o  rend^'o  infini,  à 
moins  que  j^o  ne  s'évanouisse.  Dès  lors,  ce  cas  particulier 
excepté,  la  série  de  Maclaurin  ne  peut  pas  être  em- 
ployée sous  la  forme  ordinaire.  Si  on  lui  fait  subir  la 
transformation  indiquée,  on  trouve 

/«+«•  x  —  a 

^=^' — -a — r- 

«•       i.a  or  1.2.3  ^  ' 

a  désignant  une  valeur  quelconque  de  J7,  autre  que 
zéro. 
Tja  difTérentiation  de  l'équation  proposée  donne 

i?/'-h2y+2J?t==o,  a:y"+3y+2=o,  a?7'^+4r'"=o,  etc.; 

d'où  l'on  conclut ,  dans  l'hypothèse  oîi  l'on  aurait  à  la 
fois  x-=.o^y=iOy  (aucune  des  fonctions  dérivées  ne  de- 
venant infinie), 

/,=o,    /'.  =  -7,    /"•=o,    j^r=o,  etc. 
ËQ  conséquence  la  proposée  a  pour  intégrale  parti- 
culière (correspondant  à  l'hypothèse  ^o=o)jr= — \x'^. 
En  effet ,  l'on  a  trouvé  [44^]  pour  l'intégrale  en  termes 
finis 

^7- 
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et  cette  valeur  de  jj  qui  ne  peut  se  développer  suivant 
les  puissances  de  x^  tant  que  la  constante  C  n'est  pas 
nulle,  reproduit  la  série  (4)  lorsqu'on  la  développe  sui- 
vant les  puissances  entières  de  x — a^  pourvu  qu'on  pose, 
ainsi  que  cela  est  permis,  C=a^«-}-ia^. 
467.  Soit  encore  l'équation 

y"  = — -»     ou    xy^  +  y"=.o,  (5) 

X 

La  valeur  a:=o  rend^"o  infini,  à  moins  que^^  ne  se- 
vanouisse.  C'est  donc  le  cas  d'employer  la  série  (3),  qui 
devient 

r=ra+yu --^ ^  -^^ — Î-— -^ 4- + etc.,  (6 

I         a       I .a  a*        i.a.o 

et  qui  dépend  des  deux  constantes  arbitraires ^.,^'^ 

Les  dérivées  successives  de  l'équation  proposée  sont 

xy"+y'—y=zo,    ^j-+2/"+7"=o, 

xy^  +  3j"^  +  y*  =  o ,  etc.  ; 

ce  qui  donne,  dans  l'hypothèse  où  la  valeur  x=io  annu- 
lerait^ et  ne  rendrait  infinie  aucune  des  dérivées^,/", 

y,  etc., 


v»    = r'         y'"    -—  -^  *  t      r" —      ■    ^  "        ftp 


7..     „„ 7 

et  par  suite 

/    /  I  ^'  \       X^  I  JC^  ,    ,  , 

•^      '    ^         I  1.2       1.2  1.2.3      1.2.3  1.2.3.4 

Mais  comme  ce  développement  ne  dépend  que  de  la 

constante  arbitraires'^,  il  ne  représente  qu'une  intégrale 

particulière  de  l'équation  proposée,  laquelle  intégrale 

correspond  à  l'hypothèse ^0=0. 

Représentons  par  /j  la  fonction  de  x  que  détermine 

la  série  toujours  convergente 
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1  a?'  I       j:*  I  x^ 


II. a  I. ai. 2.0  i.a.oi.a^o.4 
m  peut  exprimer  Tintëgrale  générale  de  l'équation 
5),  qui  est  linéaire,  par^=Cj^,,  pourvu  que  Ton 
x>iisidère  C.,  non  plus  comme  une  constante,  mais 
x>mme  une  fonction  de  x^  qu'il  faut  déterminer  en 
ippliquant  le  procédé  du  n""  464-  On  obtient  ainsi  l'é- 
]uation 

d'où,  par  deux  intégrations  successives, 

c^o,  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Ainsi  Tinté- 
grale  générale  de  l'équation  (5)  a  pour  expression,  outre 
la  série  (6), 

r=r.(^. y^+c.j,   oubien  jr=e,jr,(j—+c,y 

468.  La  fonction  déterminée  par  une  équation  diffé- 
rentielle peut  souvent  se  développer  en  série  procédant 
suivant  les  puissances  négatives  ou  fractionnaires  de  la 
variable  indépendante.  Quand  de  tels  développements 
sont  possibles,  on  les  obtient  par  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés,  dont  l'usage  est  presque  toujours 
préférable  à  l'emploi  direct  de  la  série  de  Maclaurin, 
lors  même  que  le  développement  est  susceptible  de 
procéder  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de 
la  variable  indépendante,  ainsi  que  le  montrera  l'exemple 
suivant. 

Prenons  l'équation 

/'=  kx^Xy  (8) 

qui  comprend  comme  cas  particuliers  les  équations  (f  ) 
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et  (5)  :  il  s'agit  de  savoir  si  l'on  peut  en  représenter  l'in- 
tégrale par  la  série 

7  =  A^ 4- A ,;!:•' +  A  ,ar«»  +  As«a -f- etc., 
éii  déterminant  convenablement  les  coefficients  A,  et  les 
exposants  a,  qui  peuvent  être  positifs  ou  négatife,  en- 
tiers ou  fractionnaires. 

La  substitution  de  cette  valeur  de  y  dans  Tëquation 
proposée  donne 

Aa(a-i>F-'*+A,a,(a,-i)r«i-^+A,a,(a.-i)r*»-*4-etc. 
=Mjr»+'»  -h  *A  ,ar»'+"-h  A-A,a;«*+'*+  etc. 
On  ne  peut  rendre  cette  équation  identique  qu'en 

posant 

a(a— i)=o,  (9) 

a,=  a  +  i(/i+2), 
A,a/(ai  — i)=^A/.,, 
au  moyen  de  quoi  tous  les  exposants  a,  sont  numéri- 
quement déterminés,  et  tous  les  coefficients  A,  s'expri- 
ment en  fonction  de  A,  qui  tient  lieu  de  constante  ar- 
bitraire. 

On  satisfait  à  l'équation  (9)  de  deux  manières^en  pre- 
nant a=o  et  a=i.  Aces  deux  solutions  correspondent 
deux  séries  distinctes,  chacune  renfermant  un  coefficient 
arbitraire ,  et  qui  toutes  deux  vérifient  l'équation  (8) 
dont  elles  sont  des  intégrales  particulières.  La  somme 
des  deux  séries  donne  donc  l'intégrale  générale  [455]; 
et  si  l'on  désigne  par  Co,C,  les  valeurs  du  coefficient  A 
qui  correspondent  respectivement  à  a  =  o,  a=:j  ,  on 
trouve  sans  difficulté,  pour  l'expression  en  série  de  l'in- 
tégrale complète, 


i 
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Toutes  les  fois  que  l'exposant  n  est  un  nombre  entier 
positif,  cette  série  procède  suivant  les  puissances  entières 
et  positives  de  x,  et  coïncide  nécessairement  avec  celle 
que  Ton  déduirait  de  la  formule  de  Maclaurtn.  Co  et  C,, 
représentent  alors  y^  et  y^.  Si  l'on  fait  en  particulier 
k==. — I,  71=1,  on  retombe  sur  la  série  (a);  et  cette 
dernière  manière  de  l'obtenir  a  l'avantage  de  mettre 
en  évidence  la  loi  de  formation  des  coefficients  suc- 
cessifs. 

Lorsqu'il  reste  moins  de  coefficients  indéterminés  dans 
la  série  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  Tordre  de 
l'équation  difTérentielle,  la  série  ne  représente  qu'une 
intégrale  particulière  :  c'est  la  preuve  qu'on  ne  peut  dé- 
velopper la  fonction  suivant  une  série  de  cette  forme, 
qu'en  assujettissant  implicitement  les  constantes  arbi- 
traires à  des  conditions  qui  en  réduisent  le  nombre  et  qui 
restreignent  la  généralité  de  l'équation  difTérentielle 
proposée. 

Si,  par  exemple,  on  supposait  dans  l'équation  (8) 
k==^ — i,/î= — I,  ce  qui  la  ferait  coïncider  avec  l'équa- 
tion (5)^  les  différents  termes  de  la  série  qui  multiplie 
Co  deviendraient  infinis  à  partir  du  second  :  ainsi  cette 
série  doit  être  supprimée,  comme  cessant  de  représenter 
une  intégrale  particulière  de  l'équation  (8);  bien  entendu 
que  la  série  qui  multiplie  Ci  coïncide  alors  avec  celle 
qui  multiplie  ^'o  dans  l'équation  (7).  ^ 

469.  Conformément  à  la  remarque  du  n°  461,  l'équa- 
tion (8)  s'abaisse  au  premier  ordre,  mais  en  cessant  d'être 
linéaire,  si  l'on  îdî\tj=eJ'^'y  ce  qui  donne  pour  la  tians- 
formée  en  z 

dz  1 

-y -\- z^  =zkaf . 
dx 
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Réciproquement,  étant  donnée  l'équation  du  premier 

ordre 

y  +  a7'=*^,  (lo) 

(qui  porte  le  nom  de  Riccati,  et  qui  a  été  l'objet  de 
beaucoup  de  recherches),  on  en  ramènera  l'intégration 
à  celle  de  l'équation  (8),  qui  est  plus  siinple  à  cause  de 
la  forme  binomiale  et  linéaire,  en  posant 

i    du 

au  dx^ 

d'où,  pour  la  transformée  en  u, 

d^u 
dx^       "'^''*  » 

équation  identique  avec  (8),  lorsqu'on  remplace  u  par/, 
et  ab  par  A*. 

On  ramène  encore  l'équation  (8)  à  la  forme 

/'+f/=Ar,  (") 

■ 

en  changeant  de  variable  indépendante   et  en  posant 

n 

x^     =zt;  car  on  trouve  amsi 

rf'r  n      I  dy  kr  ,    . 


G-)" 


et  pour  faire  coïncider  les  équations  (i  i)  et  (la),  il  suffit 
de  changer  ^  en  x  et  de  prendre 

n  _  k 


Enfin  réquation 

rentre  encore  dans  les  équations  (8j,  (jo)  et  (i  i),  puis- 
qu'il suffit  de  faire  ^':=zj;'"w,  pour  la  changer  en 
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rf"M         2m  du , 

dx*        X  dx 
Lies  équations  (i  i)  et  (i3)  se  présentent  dans  des  pro- 
blèmes de  physique  mathématique,  et  sous  ce  rapport 
îlles  offrent  plus  d'intérêt  que  les  équations  (8)  et  (lo) 
lont  elles  sont  des  transformées. 

470.  Si  nous  nous  étions  proposé  d'appliquer  direc- 
:ement  à  Féquation  (i3)  la  méthode  suivie  pour  le  dé- 
ireloppement  en  série  de  l'intégrale  de  l'équation  (8),  nous 
aurions  eu  à  rendre  identique  l'équation  ^ 

A[a(a  —  i)  —  m{m  —  i)]^-  *  -f-  A,[a,(ai—  i)  —  m{m  —  i)]a:r»>~* 
+  Aa[oc,(a,—  i)  — m(/w—  i)]a:*»-*-f-  etc. 
=  hkaf^  -h  hk^ûd^^  +  hk^x**  +  etc.  ; 

ce  qui  entraine  les  conditions 

flt(a — i) — m(m  —  i)z=o,  (i4) 

A,{a/(ai —  i)  —  m(m  —  i)]  =  hki^t* 
La  troisième  formule  devient,  quand  on  remplace  a,*  par 
sa  valeur  tirée  de  la  seconde, 

Ai[a(a  —  i)-|-ai(2i  +  2a —  i)  —  m(/w— i)]  =  AA<_x, 
ou  plus  simplement,  en   vertu  de  la  première  condi- 
tion, 

21(21+  2a —  i)A,==  AA,«x.  (i5) 

Les  racines  de  l'équation  (i4)  sont  a=/n,  a=  i — m: 
on  trouve  en  conséquence  pour  la  valeur  de  l'intégrale 
complète,  exprimée  en  séries, 

•^         "     •-        2(2m+i)      2.4.(2w+i)(a/w+3)  ^ 

4-C_^'-'"[i+-75 rH 775 \7k H-etc.J. 

'         "■        2(3 — 2m)      2.4.(3 — 2m)(5 — 2m) 

*  471.  liCs  séries  que  l'on  vient  d'obtenir  ont  cela  de 
remarquable  qu'elles  peuvent  être  sommées  et  remplacées 


266  LIVRE    VI.  CHAPITRE    III. 

par  des  intégrales  définies  de  la  nature  de  celles  que 
nous  avons  considérées  dans  les  trois  derniers  chapitres 
du  livre  précédent.  EfTectivement,  quand  on  fait  daos  la 
formule  (v)  du  n®  îog,  j:=w,  (i.  =  aa — i,v=a/,  il 

vient 

^       .      .  ,        cos*'  (ù  sin**  w 

/  cos*'  w  sin**"  '  (ùatù  =  — : 

•^  21  +  aa  —  I 

2/ —  I 


ycos"-*  ct)  sîn  ••"'  iùdfù  ; 


^i-^nct  —  I 
et  si  l'on   prend  o,  ir  pour  limites   des  intégrales,  le 
terme  hors  du  signey* s'évanouit  toutes  les  fois  que  a  est 
une  quantité  réelle   positive ,  ou  une  quantité  imagi- 
naire à  partie  réelle  positive,  en  sorte  qu'on  a 

cos"  (ù  sin*»"  '  (ùd<ù  1 


/. 


o  i 


=  — : /     cos**""*  w  sin**~  *  (ùdkù,  (16) 

2Z+2« ijo 

En  vertu  de  cette  dernière  relation,  l'équation  (i5) 
se  trouve  satisfaite,  si  l'on  pose 

Ai  = 5 y—, r — .  I     cos*'  (0  sin**"^  corfft)  : 

I  .  2  •  o  .  .  .  (22  —  ^P^J  o 

et  par  suite  on  peut  mettre  l'intégrale  obtenue  sous  la 
forme 

r=Co^  /    (i-\ cos'(o-|-  -= — ;r--cos*(o+etc.)sin*'""'wrfw 

J  o  1.2  1.2.3.4 

-|-C,a7'~'"/     (i-\ cos'coH =— ,cos*a)-f-ete.)sin'"*"(«)rf(«), 

J  o  1.2  1.2.0.4 

en  attribuant  successivement  à  aies  valeurs  m  et  i — w, 

qui  sont  les  racines  de  l'équation  (î4)- 

Maintenant  on  a 

hx^       ,            Â^:r^          ,               AV  , 

1  H cos'  w  -\ 5—  cos^  to  H o  /  K  /?  CQS  ^  "^  ^^^' 

1.2  1.2.0.4  I.2.Û.4«J*0 

^=:  COsfy^~  .  ^Tl/Â.  (OS  ai)=  a  e"""'^'    cos«_|_  ^  ^-xV/A.cos«  . 
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ionc 

Cette  expression  peut  encore  se  simplifier;  car  on  a,  à 
cause  du  choix  des  limites  et  de  la  nature  des  fonctions 
sin  a>,  cos  (a. 


donc 


/     #-i»*^'»»*'sin*W(i)=/     ^  «*»»  "  sin*  wrfd)  ; 
/  =  Coafj     e*^^'  «»•  -  sin  »'"-  '  Wa> 


^i^'"""/  ''^^**^''sin'-"»wrfw.  (17) 

L'équation  (16)  ne  subsiste  que  sous  la  condition  que 
a  désigne  une  quantité  réelle  positive,  ou  une  quantité 
imaginaire  à  partie  réelle  positive.  Donc,  pour  ne  consi- 
dérer que  le  cas  de  la  réalité  des  valeurs,  l'équation  (  1 7) 
Qe  subsiste  que  sous  la  condition  que  m  et  1  — m  dési- 
gnent des  nombres  positifs,  ou  que  la  quantité  m  tombe 
entre  les  limites  o,  1.  Moyennant  cette  restriction,  l'é- 
quation (17)  donnera  l'intégrale  complète  de  l'équation 
(.3),  exprimée  par  des  intégrales  définies. 

Aux  limites  m=Ojm=ij  l'équation  (î3)  se  réduit  à 
y^zzzzhjr^  et  l'on  sait  que  datis  ce  cas  elle  a  pour  inté- 
grale complète 

Quand   on  fait   dans  la   formule  (17)  m=^^    elle 
donne 

J  ^ 
et  comme  les  deux  constantes  arbitraires  C01C,  se  con- 
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fondent  en  une  seule,  on  n'a  plus  qu'une  intégrale  {m* 
ticuliàre.  Cependant,  même  dans  ce  cas,  on  obtient  ru- 
tégrale  complète  par  un  artifice  de  calcul  d^à  employé 
[460],  Faisons  dans  le  terme  qui  multiplie  Go^in=;  et 
dans  celui  qui  multiplie  Q,  /72=4-|-'s:  il  Tiendra 

+ Q  ^xf  "tf*^-  **•  -  (:r  sin»  «)-*ifcû.      (18) 

Or  on  a 

se*  «'va 

tt-»=i— -log  11  +  — (logtt)'  —  ^-^(l<^*/+«^î 

de  sorte  que  si  l'on  développe  l'expression  (18)  suivant 
les  puissances  de  e,  ^  qu'on  pose  G^-f^ï'^^»  Ci6= — B, 
il  viendra 

+Bi/i  rV*^-«^*  log(jr  sin*  «>fcÉ -»- sBX, 

X  désignant  une  quantité  qui  conserve  une  valeur  finie 
quand  e  s'évanouit.  Donc,  si  l'on  pose  maintenant 
on  aura 


+ B  l/î  y     e*^^'  ~*  ••log  (a?  sîn"  a>)flbi, 


pour  l'intégrale  complète  de  l'équation  (i3)qui  devient 
dans  ce  cas 

*  472.  Si  m  a  une  valeur  positive  plus  grande  que 
l'unité,  le  terme  affecté  du  coefficient  d  doit  être 
supprimé  dans  l'équation  (17);  et  au  contraire  on  oe 
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doit  conserver  que  ce  terme  quand  m  a  une  valeur 
négative.  Dans  l'un  et  l'autre  cas  on  n'obtient  donc 
immédiatement  y  sous  forme  finie,  qu*une  intégrale  par- 
ticulière de  l'équation  (i  3).  Soit^,  cette  intégrale  parti- 
culière dans  laquelle  on  aura  fait,  pour  plus  de  simplicité, 
la  constante  arbitraire  égale  à  l'unité  :  on  trouvera,  par 
un  calcul  semblable  à  celui  du  n°  467,  que  l'intégrale 
générale  est 

^  =  ^'r'(j  ;^-*-^.)-  ('9) 

Si  l'on  pose  cos  c«)=2I,  on  mettra  l'équation  (17)  sous 
la  forme 

l'équation  (i3)  aura  pour  intégrales  particulières,  dans 
le  cas  de  /w  >  î, 

j=C^/j^V^^'i(i— C)'"~'<,  (ao) 

et  dans  le  cas  de  m  <  o, 

j=C,a;'"'"|  "*'V^*-'î(i— j;»)-'»rfÇ.  (21) 

Il  est  dair,  d'après  le  u^  3i3,  que  quand  m  désigne  un 
nombre  entier  positif,  l'intégration  définie  indiquée  dans 
la  formule  (ao)  s'effectue,  et  qu'il  en  est  de  même  de 
l'intégration  indiquée  dans  la  formule  (a  1)9  lorsque  m 
désigne  un  nombre  entier  négatif.  Donc,  toutes  les  fois 
que  m  désigne  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  on 
a  sous  forme  finie,  et  dégagée  du  signe  f^  une  intégrale 
particulière  de  l'équation  (i3);  et  d'après  la  formule 
rg),  la  détermination  de  l'intégrale  générale  de  cette 
néme  équation  se  trouve  ramenée  aux  quadratures. 
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^473.    Rappelons   maiatenant  que    l'équation  de 

Riccati 

y -\- ay^  z=ibaf  (lo) 

se  change  lorsque  Ton  pose 

\      du  ,       i 

en 

dx'' 
équation  qui  devient  à  son  tour 

é^u       2/n    du 


ji=kux^y 


dt^    ^     t      dt  '  ! 

et  enfin  j 

quand  on  pose 

;+*  n  ,  k 

2(/î+2)  n 

Soit  m=^'àzi^  ;  désignant  un  nombre  entier  positif:  on 
tirera  de  la  seconde  des  équations  précédentes 

/2=-=ii.  ^  (23) 

2iZfZ  I 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (22)  se  ramène  aux 
quadratures,  toutes  les  fois  que  m  est  un  nombre  entier 
positif:  donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  de  Ric- 
cati est  aussi  ramenée  aux  quadratures,  pour  toutes  les 
valeurs  de  n  comprises  dans  la  formule  (aS);  ce  qu'on 
trouverait  également  en  cherchant  dans  quels  cas  l'é- 
quation de  Riccati  se  prête  à  la  séparation  des  va- 
riables. 


CHAPITRE  IV. 


HEORIE   DES    INTÉGRALES    SINGULIÈRES   DES  EQUATIONS 
DIFFERENTIELLES    A    DEUX     VARIABLES. 


§   i".  Intégrales  singulières  des  ëquntioas  différentielles 

du  premier  ordre. 

474.  Soit 

A^,r,r')=o  (/) 

une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  dont  on  a 
Fintégrale  complète  sous  la  forme 

F(a7,7,a)=:o,  (a) 

a  désignant  la  constante  arbitraire  introduite  par  Tin* 

tégration  :  d'après  ce  qu'on  a  déjà  vu  [liv.  IV,  chap.  II], 

l'équation 

9(^)7)  =  o»  (?) 

résultant  de  l'élimination  de  a  entre  l'intégrale  (a)  et 

l'une  des  équations 

dF  dF  ,  /x 

^=^'     ^  =  ^'  ^^) 

satisfait  encore  à  l'équation  (/*)  dont  elle  est  une  inté- 
grale singulière;  à  moins  qu'elle  ne  se  confonde  avec 
une  intégrale  particulière,  la  valeur  de  a  tirée  de  l'une 
des  équations  (a')  se  réduisant  à  une  constante,  ou  à  une 
fonction  de  x^j'  qui  elle-même  se  réduit  à  une  constante 
en  vertu  de  l'équation  (9).  On  sait  de  plus,  que  l'équation 
(?)  appartient  à  une  ligne  qui  touche  ou  enveloppe 
toutes  les  lignes  dont  le  système  est  représenté  par  l'in- 
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tégrale  générale  (a),  tant  que  le  paramètre  a  eomenre 
son  indétermination. 

De  là  résulte  une  règle  très-simple  pour  trouver  ki 
intégrale!  singulières  d'une  équation  difFérentidIe  dn 
premier  ordre,  dont  on  «a  préalablement  dâerminé  Ra- 
tégrale  générale  :  nous  disons  de  plus  que  ces  intégraki 
singulières  peuvent  être  assignées,  sans  qu'on  ait  be- 
soin de  connaître  l'intégrale  générale,  et  lors  même  qnll 
y  aurait  impossibilité  d'assigner  à  l'intégrale  générale 
une  expression  analytique  sous /orme  finie,  ce  qui  est  k 
cas  le  plus  ordinaire. 

Effectivement  la  ligne  enveloppe  qui  repréaé&tè  l'in- 
tégrale singulière,  ne  peut  exister  que  lorsqu'il  y  a  inte^ 
section  entre  les  lignes  qui  représentent  des  intégralei 
particulières,  et  qui  répondent  à  des  valeurs  distincto 
de  la  constante  arbitraire.  Donc,  pour  les  valeurs  dex,/  ^ 
relatives  à  ces  points  d'intersection ,  la  valeur  de^  es   j 
x^,  tirée  dé  l'équation  (y),  doit  êtremoltiple;  c*est4-  j 
dire  que  celte  À{uation,  supposée  algébrique,  doit  Are 
du  second  degré  ou  d'un  degré  supérieur  par  rapport 
à  y,  après  qu'on  en  a  fait  disparaître  les  radicaux. 

U  suit  de  là  qu'en  général  tous  les  points  correspon- 
dant à  des  valeurs  de  x,jr  qui  ne  rendent  pas  y  ima* 
ginaire,  sont  les  points  d'intersection  de  deux  lignes  an 
moins,  prises  parmi  celles  qui  représentent  des  intégralei 
particulières. 

Mais,  pour  les  points  situés  sur  l'enveloppe  ou  sur  la 
ligne  de  contact  de  toutes  ces  courbes,  il  n'y  a  plus  d'in- 
tersection, ou  du  moins  une  intersection  disparait  :  donc 
il  faut  que  l'équation  (  /*),  où  l'on  considère^'  comme 
l'inconnue,  acquière  alors  des  racines  multiples,  ce  qui 
entraîne  la  condition 
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Donc  réciproquement  réquation  (/*')  détermine  la  rela- 
tion entre  xetj  qui  caractérise  la  ligne  de  contact  ou 
l'intégrale  singulière. 

Prenons  pour  exemple  l'équation  difTérentielle 

y^{x*  —  r')  —  7:xyf'=:^x\  (i) 

qui  a  pour  intégrale  générale 

x^  —  !iajr-=r*  -\-  a*^  ,     (a) 

a  désignant  la  constante  arbitraire. 

La  première  équation  {a!)  donne  dans  ce  cas  a=i — -j^ 
et  cette  valeur  de  a,  substituée  dans  l'équation  (2),  donne 
pour  intégrale  singulière  x'^-^-j^ — r*=o.  Or,  sans  qu'on 
ait  besoin  de  connaître  l'intégrale  (2),  l'équation  (/') 
fournit  la  relation 

et  cette  valeur  de^',  substituée  dans  l'équation  (i),  re- 
produit l'intégrale  singulière  déduite  en  premier  lieu 
de  l'intégrale  générale. 

475.  Le  succès  de  cette  méthode  tient  à  ce  que  l'é- 
quation différentielle  est  préparée  de  manière  à  ne  pas 
contenir  de  radicaux.  Si  au  contraire  elle  était  résolue 
par  rapport  à^',  ou  mise  sous  la  forme  ^'=f(.r^),  la 
méthode  se  trouverait  en  défaut.  Mais  il  faut  remarquer 
que  lorsqu'on  différentie  l'équation  (/*)  par  rapport  à 
/  et  par  rapport  à  j;,  en  y  considérant  f  comme  une 
foDction  des  variables  x^j^  déterminée  implicitement 
par  cette  équation,  on  a 

dy  dy*  dy'       dx  dx' dy' 

Or,  la  valeur  de^  en  jc  qui  appartient  à  l'intégrale  sin- 

T.    II.  18 
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giilière ,  fait  évanouir  -^  :  donc  la  même  valeur  doit 

rendre  infinis  les  coefficients  différentiels  ■— ,  -j-,  après 

qu'on  y  a  substitué  pour^'  sa  valeur  en  x^jy,  tirée  de 
réquation  (/*).  Par  conséquent,  si  Ion  peut  déduire  des 
équations 

00  ,        ; =3Q0 


une  valeur  de  ^  en  x  qui  satisfasse  aussi  à  l'équation 
L/)i  cette  valeur  reproduira  l'intégrale  singulière. 

Par  exemple,  l'équation  (i),  résolue  par  rapport  à/, 
donne 

% 

d'où 
dy  or' — r*        v^îTfjmT*      ' 

et  ces  valeurs  deviennent  infinies  quand  on  pose 
x^-^y^ — r'=o,  ce  qui  satisfait  à  l'équation  (i)  dont  on 
obtient  ainsi  l'intégrale  singulière. 

476.  Quand  on  différentie  l'équation  (  /),  eii.  y  trai- 
tant ^,  jr'  comme  des  fonctions  implicites  de  .r,  il 
vient 

d'où 

Mais   la  valeur  de  j-  en  a:  qui   donne  l'intégrale  sin- 
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^[ulièrey  annule^,  et  réduit  Féquation  (/")  à 

df      df   , 

loue  cette  même  valeur  de^  en  :r  met  sous  la  forme  \  la 
iraleur 

donnée  par  l'équation  (c)  ;  ce  qui  fournit  encore  un  au- 
tre procédé  pour  trouver  l'intégrale  singulière.  En  effet, 
Ton  posera 

puis  on  éliminera  successivement^'  entre  chacune  de  ces 
deux  équations  et  la  proposée  (y).  Si  les  deux  équations 
résultantes  ont  un  facteur  commun,  ce  facteur  donnera 
rintégrale  si&gulière  cherchée. 

En  opérant  de  cette  manière  sur  l'équation  (i),  on 
trouve 

y\x^ — r*) — xy 
L'élimination  de^'  entre  la  proposée  et  chacune  des 
équations 

J7'*+ j:  =  o,    /(or*  — r')— a7'=o, 

d^nne  pour  résultantes  où  le  facteur  commun  est  en  ^ 
^idence, 


x^  ,  .  x"" 


*  477.  Il  est  essentiel  de  remarquer  que  la  considé- 
ration géométrique  sur  laquelle  on  s'est  fondé  dans  les 
trois  n**  qui  précèdent,  s'applique  à  toutes  les  lignes  de 
contact  des  courbes  données  par  l'intégrale  générale, 
aussi  bien  à  celles  qui  pourraient  exceptionnellement 
représenter  des  intégrales  particulières  qu'à  celles  qui 

i8. 


\ 


276  LIVRE   VI.  CHAPITRE    ly. 

représentent  des  intégrales  singulières.  Ainsi,  après  qu'on 
aurait  cherché  les  intégrales  singulières  par  Tun  des 
procédés  indiqués  ci-dessus,  il  faudrait  en  outre  s'assurer 
qu'on  ne  peut  pas  les  faire  rentrer  dans  l'intégrale  gé- 
nérale, en  particularisant  convenablement  ht  constante: 
vérification  impossible,  tant  que  l'intégrale  générale 
n'est  pas  donnée.  Le  caractère  distinctif  des  intégrales 
singulières  doit  donc  se  tirer  de  considérations  analy- 
tiques, et  pour  cela  il  faut  reprendre  la  question  sous  un 
nouveau  point  de  vue. 

Considérons  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre,  mise  sous  la  forme 

/  — f(x,7)  =  o,  (rf) 

à  laquelle  satisfait  l'équation  ^=:X,  X  désignant  une 
certaine  fonction  de  ^,  sans  constante  arbitraire,  de  sorte 
qu'on  ait  identiquement 

^— f(^,X)=o.  (e) 

Pour  que  l'équation  j-zrzX  coïncide  avec  une  intégrale 
particulière,  il  faut  que  l'intégrale  générale  puisse  être 
mise  sous  la  forme 

7  =  X  +  e(p,  (g) 

e  désignant  la  constante  arbitraire,  et  <p  une  fonction  île 
a:  et  de  e,  qui  ne  s'évanouit  ni  ne  devient  infinie  pour 
e=o.  On  aura  en  même  temps 

f(x,j)=f(:r,X)+(e?)*.t;J,  (A) 

k  désignant  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  e 
qui  soit  facteur  de 

f(^,X  +  e(p)— .f(^,X), 

et  xj  indiquant  une  fonction  de  .x  et  de  £9,  qui  ne 
devient  point  nulle  ou  infinie  pour  6=0.  Posons 
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^  =  'cJo  +(»p)^'tJJ.+(e9)P»'d,  +etc., 

in  désignant  par  %  xii  des  fonctions  de  j;,et  par  o(„^j 
les  exposants  positifs  formant  une  série  croissante  : 
puisque  la  fonction  f  est  donnée,  on  connaîtra  le  déve- 
oppement  de  f(j;,  X-(-e<p)  suivant  les  puissances  de  ef  ; 
*t  par  conséquent  les  fonctions -dj ,  ainsi  que  lés  nombres 
3i,  sont  censés  connus  :  il  s'agit  de  déterminer  les  fonc- 
tions (fi  et  les  exposants  a,  de  manière  à  satisfaire  à  Fé- 
[juation  (h)  indépendamment  de  e. 

Or,  la  substitution  donne,  après  qu'on  a  supprimé  les 
termes  qui  se  détruisent  en  vertu  de  l'équation  (e), 

=  e*(?«  .+  *"»ç,  +  fi«*<p,  +  etc.)*ij.  '      ^^^ 

+  e*+Pi(<p„  +  e«i<p,  -f.  e«*<p,  +  etc.)H-?<trf,  4-  etc. 

Supposons  ^-=1  :  on  aura,  pour  déterminer  ?o9  l'é- 
quation 

^=9oX<o ,     d'où     <po  —ef^^"^; 
il  faudra  poser  ensuite 

et  en  continuant  ainsi,  on  déterminera  de  proche  en  pro- 
che toutes  les  quantités  qui  entrent  dans  le  développe- 
ment de  ç,  c'est-à-dire  qu'on  développera  l'intégrale 
générale  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  e. 

Soit  A*  >  I  :  on  ne  pourra  rendre  l'équation  (a)  iden- 
tique qu'en  posant  d'abord 

-7— =  0,     ou     ^zzzconst. 
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Prenons,  pour  plus  de  simplicité,  cette  constante 
égale  à  l'unité  :  on  fera  ensuite 

et  en  prolongeant  le  même  calcul,  on  obtiendra  encore 
successivement  tous  les  termes  du  développement  de  Tin- 
tégrale  générale. 

Mais  si  l'on  a  au  contraire  X'<  i,  il  sera  impossible 
de  rendre  l'équation  (a)  identique  :  par  conséquent  la 
solution  ^^:=X  ne  pourra  pas  résulter  de  l'intégrale  gé- 
nérale moyennant  la  particularisation  d'une  constante 
arbitraire;  ce  sera  donc  une  intégrale  singulière  de  la 
proposée. 

Or,  d'après  ce  qu'on  a  vu  sur  les  cas  de  défaut  de  la 
série  de  Taylor  [io6],  la  valeur  X,  pour  laquelle  l'expo- 
sant A"  est  <  I,  rend  infinie  la  dérivée 

dy  dy' 

donc  Téquation  ^  =±  oo  est  le  véritable  critérium às& 

intégrales  singulières,  et  les  renferme  toutes  comme  fac- 
teurs, à  l'exception  de  celles  qui  seraient  de  la  forme 
x^=iConst*y  et  qu'on  obtiendra  en  traitant  dans  la  pro- 
posée la  variable  jK*  comme  indépendante. 

Par  conséquent,  en  nous  reportant  aux  équations  {b\ 

si  les  valeurs  de^  en  x  qui  font  évanouir -j^,  conser- 
vent aux  dérivées  -f-,  -f-  des  valeurs  finies,  ces  valeurs 

dy^ax 

appartiendront  à  des  intégrales  singulières  de  (y*); 
mais  si  elles  annulent  ces  mêmes  dérivées,  il  faudra 
chercher  par  les  procédés  ordinaires  les  valeurs  des  se- 
conds membres  des  équations  (6),  qui  se  présentent  alors 
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SOUS  forme  indéterminée.  Quand  ces  valeurs  seront  in- 
finies^ les  solutions  qu'il  s'agit  d'éprouver  constitueront 
encore  des  intégrales  singulières;  sinon, elles  rentreront 
dans  la  catégorie  des  intégrales  particulières,  et  néan- 
moins continueront  de  représenter  des  lignes  enve- 
loppes. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner,  d'a- 
près M.  Poisson^  n'est  pas  exempte  des  difficultés  atta- 
chées à  l'emploi  des  séries  qui  peuvent  devenir  diver- 
gentes :  nous  aurons  encore  à  revenir  sur  ce  sujet ,  en 
parlant  de  la  construction  des  équations  (Jifierentielles. 

*  478.  Par  les  équations  (rf),  (e),  {g\  (A),  on  a 

^^^^^  =  f(a:,7)-  f(:c,X)= («p/ïJ = (7-  X)*irfj 

et  si  l'on  change  de  variables  en  posant  j- — X=w,  cette 

équation  devient 

du 

ri  désignant  alors  une  fonction  des  variables  j;,  i/,  qui 
u'acquiert  pas  une  valeur  nulle  ou  infinie  pour  u=:o. 
Nous  pouvons  encore  changer  de  variables  et  prendre 
à  cette  fin  u^^*z=zVy  ce  qui  mettra  l'équation  différen- 
tielle sous  la  forme 

Pour  k<  I.,  cette  dernière  équation  se  décompose  d'elle- 
même  en  deux  autres 


=  ^y    :^-('— *)^=^- 


La  première,  qui  équivaut  à  jr — X;=o,  donne  l'inté- 
grale, singulière;  la  seconde  au  contraire  ne  peut  plus 


i 


■  .'rryK-rrî^ 


280  LITBE  VI.   -^  CHAPITHt  IT. 

être  satisfaite  par  cette  int^ralé.singidiâre^ptiiiqaeitat 
une  fonction  qui  ne  s^évanouit  pas  avec  v.    ^ 

Donc,  lorsqa'une  équation  dîfFéreatiefté'dkrpR^^ 
ordre  comporte  une  intégrale  singulière,  ôii  péiit  par  un 
diangemeot  de  variables  la  trknsFonnJBr  iéil  titie  àutre^  où 
l'intégrale  singulière  apparaît  comme  fisicteur  ooduiiun; 
'de  sorte  qu'après  la  sup{yréssiôb'dé'<ïë'lkùiéui^  Iktnmi- 
feÀnéè  n'a  plus  d'int^ralé  singuIièreV  et'TCpiî&ârile, 
daink'  un  système  de  coordonnées  rèctaàÎpiBklrdi  ^  lÉAe 
Mriê  de  lignes  qui  n'ont  pas  d^vetoppê.  '*  " 
'  *  479^.*  Appliquons  ceci  à  l'ëquàtiôn  '     '  ■  '  '  'J  • 

y»_4^'  +  4^=o,    otî    /=a(jr±i/5?35!),  (3) 

,doqt  Tintégrale  générale  est ..  :  - 


j=aaj?— a%  (4) 

.'  ■■■■Il,      j  ^  i     'f'iJr     * 

et  qui  rq>résente  en  rânséquence  un' syiftenie de  cuites 
ayant  pour  ligne  de  contact  la  parai^le  !r^— y=3(K 
Faisons  x^  — jrz=iu^=3tff^  :  Pé|{uation  (3)  deviendra 


Après  Ja  suppression  du  &cteui?  i^  il  restera  réquatioo 
-j-"^^  ==o,  qui  a  pour  intégiiilè' générale    <  =    ' 


dx 

•  -  »   ■  "p 

v^Zjfi{x  —  a)^  (5) 

et  qui,  lorsqu'on  prend  x  pour  abscisise,  et  v  pour  or- 
donnée rectangulaire,  représente,  un  système  de  droites 
parallèles,  n'ayant  point  par  conséquent' dé  ligné  dé 
contact.  D'ailleurs,  si  l'on  substituait  pour  Jr'  sa'  via- 
leur  en  i;  et  a:  dans  l'équation  (4),  on  retomberait  sur 
l'équation  (5). 

L'application  de  celte  méthode  à  l'équation  (i)  ne  se- 
rait pas  exempte  de  quelques  difficultés,  dans  «le- eu  où 


i 
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Fou  voudrait  conserver  x  comme  variable  indépendante. 
Mais  si  l'on  met  cette  équation  sous  la  forme 

et  si  Ton  chasse  ensuite  x^  et  xdx  au  moyen  des  équa- 
tions auxiliaires 

x^-h.X* — r'=:u*y     xdx+fdjrt=zuduy 
elle  prendra  la  forme  très-simple  u{duipdy)==:o;  de  sorte 
qu'après  la  suppression  du  facteur  u,  elle  ne  comportera 
plus  d'intégrale  singulière. 

*  480.  Inversement,  on  peut  transformer  une  équa- 
tion différentielle  qui  n'admet  pas  d'intégrale  singulière, 
(le  manière  qu'après  la  transformation  elle  admette  pour 
intégrale  singulière  une  équation    donnée.   Soit,  par 

exemple,  l'équation  trouvée  ci-dessus  —  ±1=0,  dans 

laquelle  il  s'agit  de  substituer  pour  v  une  fonction  de  x 
et  d'une  nouvelle  variable  z,  telle  qu'après  la  substitu- 
tion^ l'équation  résultante  admette  pour  intégrale  singu- 
lière l'équation  linéaire 

z  —  /7tr=o.  (6) 

Oq  multipliera  la  proposée  par  (2 — mx)''^  A*  désignant 
un  nombre  compris  entre  zéro  et  l'unité,  ce  qui  la  chan- 
gera en 

(z  —  mxfdv  ±  (z» — mxydx  =  o.  (7) 

Cela  fait,  déterminons  la  variable  z,  qui  doit  être  fonc- 
tion de  V  et  de  x,  de  manière  qu'on  ait 

il  viendra  par  l'intégration 

X  désignant   une    fonction    arbitraire   de   j:;   et  par 
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suite 

dz — mdx=^{z  —  mx^idif  +  rfX). 

Tirons  de  là  la  valeur  de  dv  et  substituons-la  dans  l'é- 
quation (7)  :  celle-ci  deviendra 

dz  —  mdx  —  {z  —  /iw:)*(rfXrpÉti:)  =  o; 
et  il  est  visible  que  l'équation  (6)  y  satisfera  comme  in- 
tégrale singulière. 

*481.  Nous  avons  vu  [448]  que  l'équation  du  premier 
ordre 

étant  soumise  à  une  seconde  différentiation,  donne  Té- 
quation  du  second  ordre  i 

(j?++/)/'=o,  i 

qui  se  décompose  immédiatement  en  deux  facteurs,  dont  j 
l'un  fournit  l'intégrale  générale,  et  l'autre  l'intégrale 
singulière  de  la  proposée.  Il  faut  généraliser  ce  fait  de 
calcul ,  et  montrer  que  lorsqu'une  équation  du  premier 
ordre  admet  une  intégrale  singulière,  on  peut  toujours 
la  mettre  sous  une  forme  telle  que  sa  dérivée  se  décom- 
pose en  deux  facteurs,  dont  l'un  donne  l'intégrale  singu- 
lière, par  l'élimination  de  ^'  avec  la  proposée,  tandis 
que  l'autre,  qui  est  annulé  par  la  valeur  de^  en  x  tirée 
de  l'intégrale  générale,  ne  l'est  plus  par  la  valeur  tirée 
de  l'intégrale  singulière. 

L'équation 

d¥      d¥    ,  .  ,. 

étant  résolue  par  rapport  à  a  donnera 

et  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  a  dans  l'équation  (a), 
l'équation  résultante 

F(a:,J,iC^)  =  0  ^  (/•) 

équivaudra  à  l'équation  (  /  ),  en  ce  sens  que,  si  elles  ne 


i 
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se  confondent  pas,  ou  passera  de  Tune  à  lautre  en  mul- 
tipliant le  premier  membre  de  la  première  par  une 
fonction  convenablement  choisie  des  variables  x^jr^y. 
Or, en  différentiant  l'équation  (y  ),  Ton  a 

dF^      dF   ,      dP_fdtà      rfrf   ,      f?î!   'A_ 

et  de  plus  la  somme  des  deux  premiers  termes  est  iden- 
tiquement nulle,  puisqu'on  a  substitué  pour  a,  dans  la 
fonction  F,  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (a',)  :  donc  la 
dérivée  de  l'équation  (y)  se  réduit  à 

dF  fdxi      dxi   ,     dr^   ,  A  _ 
dvi\dx  "*■  d^^  '^d^'^  )  ~  ""' 

et  se  décompose  en  deuK  facteurs 

dF  .  .  . 

rfxi^      dxi   ,      dvi    ,,  /  .  V 

^-^^^+^^-^-  (^'^ 

L'équation  (y,),  qui  est  du  second  ordre,  a  évidemment 
pour  intégrale  du  premier  ordre  l'équation  (y);  et  l'éli- 
mination de  y  entre  les  équations  (/)  et  (y  )  aura  lieu  si 
fon  élimine  'tà  entre  les  mêmes  équations,  ou  si  l'on 
remplace  xi  par  a  dans  l'équation  (y  ) ,  c'est-à-dire  que 
cette  élimination  donnera  l'intégrale  générale  de  la  pro- 
posée. 

De  même  l'élimination  de^  entre  les  équations  (^)  et 
(y,)  s'opérera  par  l'élimination  de  xi  entre  les  mêmes 
équations,  ou  par  l'élimination  de  a  entre  l'équation  {a) 
et  sa  dérivée  par  rapport  à  a  :  elle  conduira  donc  à  l'in- 
tégrale  singulière  de  la  proposée,  ou  du  moins  à  l'équa- 
tion d'une  ligne  de  contact  des  courbes  qui  eu  repré- 
xntent  les  intégrales  particulières. 

On  voit  aussi  par  ce  calcul  que  la  valeur  de  ^  en  a: 


L 
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tirée  de  Tintégrale  singulière,  laquelle  donue  pour/ une 
valeur  qui  vérifie  la  proposée,  ne  donne  pas  pour^'  une 
valeur  propre  à  vérifier  l'équation  (y,),  ni  par  consé- 
quent pour  J^\y^^t  etc.,  des  valeurs  propres  à  vérifier 
les  dérivées  successives  de  la  proposée. 

Appliquons    cette    analyse    à    l'équation    {pL)  :  on 
aura 

d'où 

trf  =  £,     F(^,j,trf)=^'-^-f;;-r>=o,   (8) 

équation  qui  se  confondrait  avec  (i)  par  l'expulsion  du 
dénominateur  /'*.  La  difSérentiation  de  l'équation  (8) 
donne 

ou  bien 


(r+p)(p-^)  =  o. 


La  valeur  de/' tirée  de  l'équation/-] — 7=0,    et  subs- 

tituée  dans  la  proposée,   donne  l'intégrale  singulière 
,t*-|-/* — r*i=:o.  L'autre  facteur  est  la  dérivée  par  rapport 

à  X  de  la  fonction  —,\  l'intégration  donne  donc  -7  =«; 

et  cette  valeur  de  y\  substituée  dans  la  proposée,  re- 
produit l'équation  (2). 

*§  2.  Intégrales  singulières  des  équations  diffërentielles 

des  ordres  supérieurs. 

482.  Soit 

F(*;7,/,/'vJ^V)=o  (K)    :, 

utie  intégrale  première  de  l'équation  de  l'ordre  «-f-i      ! 
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a  désignant  la  constante  arbitraire  introduite  par  Tin- 
tégration  :  si  Ton  élimine  a  entre  l'équation  (K)  et 

dF 

l'équation  résultante 

satisfera  aussi  à  l'équation  (A*)  et  en  sera  une  intégrale 
singulière,  sauf  le  cas  exceptionnel  où  la  valeur  de  a  tirée 
de  l'équation  (K)  se  réduirait  à  une  constante,  immédia- 
tement ou  en  vertu  de  l'équation  (x),  ainsi  qu'on  l'a  ex- 
pliqué pour  les  équations  du  premier  ordre. 

L'équation  (k)  a  n  intégrales  premières  de  l'ordre  //, 
que  Ton  peut  représenter  par 


Or,  si  l'on  élimine  respectivement  les  constantes  arbi- 
traires de  chacune  de  ces  intégrales,  au  moyen  des  équa- 
tions dérivées 

dF,  dF,  dF, 

on  retombera  toujours  sur  la  même  intégrale  sin- 
gulière. 

Pour  fixer  les  idées,  considérons  une  équation  du  se- 
cond ordre 

/(^,j,jS/0=o,  (/) 

dont  l'intégrale  complète  soit 

F(;r,7,a.,a,)=o,  (L) 

a^yU^  étant  les  constantes  introduites  par  les  deux  inté- 
grations successives. 
Par  la  théorie  générale,  on  aura  les  deux  intégrales 
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du  premier  ordre,  en  éliminant  alternativement  a,  et 
a,  entre  Téquation  (L)  et  sa  dérivée 

y=o,  (L') 


dûc       dy 

que,  pour   plus   de  commodité,   nous   représenterons 
par 

Cette  élimination  donnera 

F.(-^.7y5«.)  =  o,     F,(a:,7,7>,)  =  o> 
puis  on  aura  les  intégrales  singulières  du  premier  ordre, 
en  chassant  a^  et  a^  de  chacune  de  ces  équations,  au 
moyen  des  suivantes 

Supposons  que  ce  soit  Tintégrale  singulière  donnée 
par  Fi  que  nous  voulions  obtenir  :  le  calcul  indiqué 
revient  à  éliminer  a^,  a^  entre  les  équations  (L),  (f  ),  et 
la  dérivée  de  celle-ci 

di         dï    da^  ,rtx 

o,  (fj 


(la,  da^  da,^  ' 
prise  par  rapport  à  a^  et  a^ ,  mais  en  considérant  r/, 
comme  une  fonction  de  a,,  implicitement  déterminée 
par  Téquation  (L).  On  a  donc 

da^  d¥     dF 

ce  qui  change  l'équation  (f  )  en 

dF^^df_      J^._^_  /iv   ^ 

da^    da^       da,    da^  '  **'^ 

Ainsi  l'intégrale  singulière  cherchée  résulte  de  l'élimina- 
tion deai,a,  entre  les  équations  (L),  (f),  (fi,»);  ^^  comme 
la  dernière  équation  ne  changerait  pas  par  la  permuta- 
tion des  indices,  la  proposition  se  trouve  démontrée.  Il 
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est  facile  d'étendre  cette  démonstration  aux  équations 
d'un  ordre  quelconque. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  du  second  ordre 

y"-^+i=o,  (g) 

qui  a  pour  intégrale  complète 

-5 aa./H-aîdf  +  a.  =0, 

et  pour  ses  deux  intégrales  du  premier  ordre 

F,  =a:' — 5i^7,7'-haî=o,  (10) 

=iiar*(/-V)'-4(^a. _j(j-.a:/y+(a.-.^a;3)*=o. 

lies  équations  (L',,,)  deviennent 

et  l'on  a  par  l'élimination 

a;»  — /•  =  o,     4(7— ^/)*(^'— /")  =  o- 
La  seconde  équation  comprend  la  première  et  n'a  pas 
plus  de  généralité  :  car,  si  l'on  égale  à  zéro  le  facteur 
/ — xjr\  on  en  tire  une  valeur  de^  qui  ne  satisfait  pas 
à  l'équation  proposée  du  second  ordre. 

483.  Le  théorème  du  n°  48 1  s'applique  sans  difficulté 
aux  intégrales  singulières  des  équations  d'un  ordre  quel- 
conque. Admettons  que  la  proposée  soit  du  second  ordre 
et  représentée  par  l'équation  (/),  en  sorte  qu'elle  ait 
pour  l'une  de  ses  intégrales  du  premier  ordre 

F,(^,7y,fl.)  =  o:  (L.) 

en  chassant  a  au  moyen  de  l'équation 

qui  donne 

OQ  a  l'équation  du  second  ordre 

F.(^,7y>trf)  =  o,  (€J) 
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identique  avec  la  proposée  (/),  ou  qui  u'en  diffère  que 
par  la  présence  d'un  facteur  commun,  fonction  de  x,/, 
y\y'*  D'un  autre  côté,  en  chassant  a^  de  l'équation  (L,) 

//F 

par  sa  valeur  tirée  de  -7-^=0,  on  a  l'intégrale  singulière. 

Or^  si  l'on  différentie  l'équation  (xS)^  en  supprimant. les 

termes  qui  disparaissent  en  vertu  de  l'équation  (L'J,  il 

vient 

dF  fdx^      dxS  ,      dxS  ff      dni    ,„\ 

d^Kd^'^T^'^'^dy^  '^^^  )~^' 
et  la  démonstration  s'achève  comme  dans  le  u*"  cité.  Ou 
en  conclut  de  même  que  la  valeur  de^'  en  x^jr,  tirée 
de  l'intégrale  singulière,  laquelle  donne  pour  y  une 
valeur  qui  vérifie  la  proposée,  ne  donne  pas  pour/''', 
y^tf  t  ®^c«  d®s  valeurs  propres  à  vérifier  les  dérivées 
successives  de  la  proposée. 

En  prenant  pour  f=Oy  F,=o,  les  équations  (9)  et 

(10),  on  a  trf==p,d'où 

r  ) 

•    Fi('^)7yj'CJ)  =  a;*  — -^-h4;  =  o,  (n) 

équation  qui  se  confondrait  avec  (9),  si  l'on  en  mul- 
tipliait  tous  les  termes  par  <—^,  La  difFérentiation  de 

se 

l'équation  (  1 1  )  donne 


ou  bien' 

La  valeur  de  j"  tirée  de  l'équation 

,r        y"  ' 

et  substituée  dans  l'équation  (i  i),  ramène  l'intégrale  sin- 
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gulière  x^ — y^=z.o.  D'autre  part,  de  l'équation  du  troi- 
sième ordre 


y" 

X 


on  tire,  en  intégrant,  —  z^za,  ;  et  cette  valeur,  substituée 

dans  l'équation  (ii),  reproduit  l'intégrale  (lo). 

484.  L'équation  (x),  qui  est  de  l'ordre  /i,  comporte 
une  intégrale  générale  de  l'ordre  n — i 

et  comme  cette  intégrale  doit  satisfaire,  non-seulement 
à  l'équation  (x),  mais  à  toutes  ses  dérivées,  il  en  résulte 
que  les  valeurs  de/^*^,^""'^,  tirées  de  l'équation  (^), 
ooîncident  avec  celles  qu'on  tirerait  de  l'équation  (x)  : 
par  conséquent  l'équation  (<^)  satisfait  à  la  proposée  {U)^ 
aussi  bien  que  (x). 

Concevons  maintenant  que  l'équation  (x)  ait  une  in- 
tégrale singulière 

+(^»7i/y»-  •  ./"■"'^)=  o  :  % 

d'après  la  remarque  du  n*^  précédent,  on  en  tire  pour 
^"+0  une  valeur  qui  ne  coïncide  pas  avec  celle  que  four- 
nirait la  dérivée  de  (x)  :  donc  l'équation  (4')  qui  satis- 
fait comme  intégrale  singulière  à  l'équation  (x),  ne  satis- 
fait pas  à  la  proposée  {U)  dont  (x)  est  déjà  une  intégrale 
singulière. 

On  prouve  encore  la  même  chose  par  le  raisonnement 
suivant,  que  nous  appliquerons,  pour  plus  de  clarté,  à 
l'équation  du  second  ordre 

Son  intégrale  singulière  du  premier  ordre 

résulte,  comme  on  l'a  dit,  de  l'élimination  de  a^^a^  entre 
T.   II.  19 
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les  équations  (L),  (f)  et  (f  ,„).  Soit  ^  (x,^)=:o  une  inté- 
grale  singulière  de  (>.)  :  nous  disons  que  cette  intégrale 
ne  diffère  pas  de  l'équation  qu'on  obtiendrait  en  élimi- 
nant «»,«,,  entre  l'équation  (L)  et  ses  dérivées 

dF  dF  .._.. 

£n  effet,  l'équation  ainsi  obtenue  satisfait  au  système  des 
équations  (L),  (L'),  (f 'i,,),  et  par  conséquent  vérifie  l'é- 
quation (>.)  dont  elle  est  l'intégrale  singulière,  attendu 
qu'elle  ne  contient  pas  de  constante  arbitraire. 

Maintenant  on  sait  que,  pour  obtenir  l'équation  (f), 
il  faut  éliminer  a„  a,  entre  l'équation  (L)  et  ses  dérivées 
du  premier  et  du  second  ordre,  prises  en  traitant  a^ja^ 
comme  des  constantes,  savoir 

dF       dF    , 

^F  d'F     ,      dF    ,       dF    ,, 

Quand  a^^a^  ne  sont  plus  des  constantes,  mais  des  fonc- 
tions de  x^j^  déterminées  par  les  équations  ((L)),  l'équa- 
tion (L')  est  encore  satisfaite  ;  mais  l'équation  (L")  ne 
l'est  plus ,  et  par  suite  l'équation  (/)  ne  peut  pas  l'être. 
485.  Prenons  comme  exemple  l'équation 

y—xy—{y—xyy  +  ^21  _/'«  =  o,     (12) 

qui  a  pour  intégrale  seconde 

7  —  I  a,x^—  a^x  —  {a\  +  aj)  =  o,  (i3j 

pour  intégrales  du  premier  ordre 

7+r^'  —  «;V'— (i— 2ai)^/  — ûî— />  =  o, 
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3t  pour  intégrale  singulière  du  même  ordre 

7(1+^)  +  ^  — (-  +  ^)/— /•=o.        (i4) 

En  résolvant  cette  dernière  équation  par  rapport  kj/j 
on  la  met  sous  la  forme 

d'où,  en  intégrant, 

\/i6r  +  4*«+«4=^l/'i+Jc*  —  logCl/'i-hx» — a:)-4-c.  (i6) 
L équation  (i6)  satisfait  à  la  proposée (i a);  mais  comme 
elle  ne  contient  qu'une  constante  arbitraire  c,  et  qu'elle 
ne  peut  pas  rentrer  dans  l'intégrale  générale  (i  3)  par  un 
choix  convenable  des  constantes  a^^a^^  elle  constitue 
encore  une  intégrale  singulière  de  la  proposée. 

L'équation  (iZj)  comporte  elle-même  une  intégrale 
singulière^  qu'on  trouverait  en  faisant  usage  des  mé- 
thodes indiquées  ci-dessus,  mais  que  l'on  déterminera 
plus  simplement  en  formant  les  équations  ((L'))'  ^^^  ^^~ 
viennent  alors 

Les  valeurs  de  a„a,  qu'on  en  déduit,  étant  reportées 
dans  l'équation  (i3),  il  vient 

167  -f-  4^*  4-  or^  =  o  ; 
et  cette  dernière  équation  satisfait  visiblement  aux  équa- 
tions (i4)  ou  (i5),  mais  non  pas  à  la  proposée  (la). 
486.  L'équation  (x)  comprend  en  général  les  déri- 
vées de^,  jusqu'à ^"^  inclusivement;  mais  il  peut  arriver 
aussi  que  ^"^  disparaisse  de  la  fonction  9,  et  alors  cette 
même  équation  est  une  intégrale  singulière  de  la  pro- 
posée ,  de  l'ordre  n — i.  Elle  serait  une  intégrale  singu- 
lière de  l'ordre  n — 2,  si^"""'^  disparaissait  également  de 
la  fonction  9^  et  ainsi  de  suite. 

'9- 
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Soit  9  par  exemple,  l'équation  du  second  ordre 

qui  a,  pour  Tune  de  ses  intégrales  complètes  du  premier 
ordre,  Téquation 

jry*—2a,J!x/+a\xt=szo.  (17) 

On  formera  l'intégrale  singulière  de  la  proposée,  en 
chassant  a,  de  l'équation  (17)9  au  moyen  de  sa  dérifée 
prise  par  rapport  à  a..  Ce  calcul  donne 

d'oii  les  trob  solutions 

/=©,    r=o,    ;rr— i«t=o, 

qui  sont  ttois  intégrales  singulières  de  la  proposée^  la 
première  du  premier  ordre  et  les  deux  autres  algébriqnei^ 
ou  de  l'ordre  zéro. 

487.  Les  valeurs  de  ^")  en  x,/,^,. .  .^'^•'■"^  qui 
vérifient  l'équation  (k)j  et  qui  rendent  infinie  la  dé* 
rivée 

tirée  de  cette  même  équation  (Jc)^  sont  des  intégrales 
singulières  de  la  proposée,  de  l'ordre  /i,  et  toutes  les 
intégrales  singulières  de  i'ordi'e  n  doivent  rendre  infinie 
la  dérivée  (n).  D'autres  conditions  sont  encore  exigées, 
si  l'intégrale  singulière  s'abaisse  accidentellement  à  un 
ordre  inférieur  :  mais  nous  renverrons  pour  ces  détails, 
qui  sortent  des  éléments,  aux  Leçons  de  Lagrange  sur 
le  calcul  desfonctionSy  et  plus  particulièrement  encore 
à  un  mémoire  de  M.  Poisson,  inséré  dans  le  i3*  cahier 
du  Journal  de  F  École  polytechnique.    . 


CHAPITRE  V. 


APPLICATIONS  GEOMETRIQUES  DE  LA  THÉORIE  DE  l'iN- 
TEGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFERENTIELLES  A  DEUX 
VARIABLES. 


488.  Nous  traiterons  dans  ce  chapitre  de  quelques 
questions  de  géométrie  qui  se  rapportent  à  Tintégration 
des  équations  différentielles  à  deux  variables;  et  d'a- 
bord nous  nous  proposerons  de  déterminer  les  lignes 
dont  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à  la  nor- 
mcdc  [172],  condition  qui  s'exprime  par  l'équation  dif- 
férentielle du  second  ordre 

ou 

k  désignant  un  rapport  constant,  et  les  signes  supérieur 
ou  inférieur  devant  être  choisis  selon  que  le  rayon  de 
courbure  doit  être  dirigé  dans  le  sens  de  la  normale 
ou  eu  sens  contraire. 

L'équation  (a)  est  de  celles  où  la  variable  indépen- 
dante n'entre  pas  [45i  ]  :  elle  se  met  sous  la  forme 

d'où 

dy      l^ydy' 


r     "-n-r"' 


1 
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et  eu  intégrant  deux  fois  de  suite, 


w 


r^       dy 

X  —  a  zzzL  m • 

La  quadrature  indiquée  s'obtient  sous  forme  finie  pour 
les  deux  valeurs  At=zi,  k=.i.  Soit  en  premier  lieu  k=^\  : 
on  a,  en  prenant  le  signe  supérieur^ 

J  \/mrp  ^' 

équation  d'un  cercle  de  rayon  arbitraire,  et  qui  a  son 
centre  sur  l'axe  des  x.  Il  est  évident  en  effet  que,  pour 
un  cercle  ainsi  placé,  la  normale  se  confond  en  grandeur 
et  en  direction  avec  le  rayon  de  courbure.  Le  signe  in- 
férieur donne 

^~«=7i7^î^-*H — i — > 

d'où 


X  —  a 


équation  de  la  ckaînette  [384]- 

Lorsqu'on  fait  k=.%j  et  qu'on  prend  le  signe  supérieur, 
l'équation  {b)  donne 

équation  d'une  cycloïde  qui  a  l'axe  des  x  pour  base  et 
dont  le  cercle  générateur  a  pour  rayon  7  b.  On  sait  ef- 
fectivement [198]  que,  pour  la  cycloïde  ainsi  placée,  le 
rayon  de  courbure  est  double  de  la  normale  et  dirigé 
dans  le  même  sens. 

Quand  on  prend  le  signe  inférieur,  il  vient 


APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES.  295 

équation  d'une  parabole  dont  l'axe  serait  perpendiculaire 
à  celui  des  x,  et  qui  aurait  son  sommet  au  point  x=aj 

489.  Si  le  rayon  de  courbure,  dans  la  courbe  cherchée, 
devait  être  réciproque  à  l'abscisse,  on  aurait  pour  l'é- 
quation du  problème 

(i  +/')!       k  ,  kdy' 

et  en  intégrant 

^  'xky'  j        _.        (x^-k-  c)dx 

Nous  pouvons  désigner  la  constante  c  par  — b^,  la  cons- 
tante  ^  par —,  ce  qui  rend  l'expression  homogène,   et 

enfin  permuter  entre  elles  les  lettres  x,^,  au  moyen  de 
quoi  l'équation  précédente  devient  identique  avec  la 
première  équation  (la)  du  n**  387.  La  courbe  qui  jouit 
de  la  propriété  énoncée  est  donc  celle  à  laquelle  nous 
avons  donné  dans  le  n""  cité  le  nom  de  courbe  élastique^ 
précisément  à  cause  de  la  propriété  qui  vient  d'être  tra- 
duite en  équation. 

490.  Cherchons  une  courbe  telle  que  le  produit  des 
perpendiculaires  abaissées  de  deux  points  donnés  sur 
chaque  tangente  à  cette  courbe  soit  constant.  Prenons 
pour  axe  des  x  la  dr<$ite  qui  joint  les  points  donnés,  et 
pour  origine  le  milieu  de  la  distance  qui  les  sépare. 
Appelons  2c  cette  distance  et  b^  le  produit  des  deux  per- 
pendiculaires :  l'énoncé  du  problème  donne  l'équation 
différentielle 
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et  il  faudra  prendre  le  signe  supérieur  ou  le  signe  infé- 
rieur, selon  que  les  deux  points  d'où  partent  les  per- 
pendiculaires seront  ou  ne  seront  pas  situés  du  même 
coté   de  la  tangente.   Cette  équation  se  ramène  à  la 

forme 

7  =  ^7'  +  +/,  ft) 

et  Ton  a 

En  la  différentiant  selon  la  méthode  indiquée  [448] 
pour  le  traitement  des  équations  de  cette  forme,  on 
trouve 

d'où 

rfj'  =  o,  (c,) 

a-i .  ^  "    =z=0.  (c\) 

Si  l'on  élimine  J-'  entre  les  équations  (c)  et  (c',),  on  aura 
l'intégrale  singulière  de  la  première  de  ces  équations. 
Pour  faire  l'élimination  commodément^  on  les  met  sous 
la  forme 

^ J-^^—\/{c^±yV±b%  (l) 

d'où  l'on  tire,  en  éliminant  le  radical  et  en  élevant  au 
carré , 

j  = 


La\na 


L'équation  (  i  )  donne  aussi,  quand  on  élève  au  carre 
les  deux  membres, 


7'"  = 


et  si  l'on  égale  ces  deux  valeurs  de  ;>",  il  vient,  après  la 
suppression  des  facteurs  communs, 
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Suivant  qu'on  prend  les  signes  supérieur  ou  inférieur, 
cette  équation  appartient  à  une  ellipse  ou  à  une  hyper- 
bole dont  les  foyers  sont  les  deux  points  d'où  par- 
tent les  perpendiculaires  aux  tangentes  :  'ib  est  le 
petit  axe  de  l'ellipse  et  l'axe  non  transverse  de  l'hyper- 
bole. 

I/intégrale  générale  de  la  proposée  s'obtient  quand 
on  substitue  dans  cette  équation  la  valeur  y-=zconst.^ 
donnée  par  l'équation  (c',).  Cette  intégrale  générale  est 
Téquation  du  système  des  droites  tangentes  à  l'ellipse  ou 
à  l'hyperbole  que  l'on  vient  de  déterminer.  Il  est  clair 
que  ces  droites  satisfont,  dans  la  généralité  mathéma- 
tique, à  la  condition  du  problème;  mais  que  la  seule 
solution  qu'on  ait  pu  avoir  en  vue  en  l'énonçant,  est 
fournie  par  l'intégrale  singulière.  La  même  remarque 
s'applique  à  tout  problème  géométrique  qui  conduit  «à 
déterminer  une  courbe  par  une  équation  différentielle 
de  la  forme  ('f). 
491.  Une  équation  différentielle  de  la  forme 

jï/^7+yl  =f{x  -h  yy')  {d) 

exprime  une  relation  entre  la  normale  et  la  distance  de 
l'origine  au  point  où  la  normale  rencontre  l'axe  des  abs- 
cisses. Par  la  différent iation  il  vient 

d'où  les  deux  solutions 

On  tire  de  la  première 

^4-7/'=«,  (2) 
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a  désignant  une  constante  arbitraire;  et  la  valeur  de/' 
qui  s'en  déduit,  substituée  dans  la  proposée,  donne  l'iu- 
légrale  générale 

l/(x-a)»  +  jra  z=zfa ,  (3) 

cjui  est  réquation  d'une  série  de  cercles,  ayant  leurs 
centres  sur  l'axe  des  x^  et  dont  les  rayons  ont  avec  les 
distances  des  centres  à  l'origine  des  coordonnées  la  re- 
lation indiquée  par  le  signe  /!  Il  est  clair  que  Fenveloppe 
de  ces  cercles  satisfait  à  la  question  géométrique  qui 
consiste  à  déterminer  une  courbe  au  moyen  de  la  rela- 
tion exprimée  par  la  proposée.  L'équation  de  l'enveloppe 
est  précisément  l'intégrale  singulière  qui  résulte  de  l'é- 
limination de  y  entre  les  équations  (/:/),  (^'«),  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  à  cause  de  l'équation  (a),  l'équation 
résultant  de  l'élimination  de  a  entre  l'équation  (3)  et  sa 
dérivée  par  rapport  à  a 

.  =  — fa  =  o. 

492.  Les  coordonnées  ^,  n  du  centre  de  courbure 
d'une  courbe  plane  étant  données  [190]  par  les  for- 
mules 

si  l'on  assigne  l'équation  de  la  développée 

<p(^,ïl)  =  0,      ou     ïl=:<?,  (f) 

les  coordonnées  x^jy  de  ses  développantes  devront  satis- 
faire à  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

1+7"     A^     /'('+/')■ 


=  t[._^-^].  (a) 


^  '    y      L       7 


Pour  intégrer  cette  équation,  on  la  différentie  d'abord 
par  rapport  à  la  variable  indépendante  a:,  et  l'on  voit  que 
réquation  dérivée  peut  prendre  la  forme 
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de  sorte  qu'elle  se  décompose  en  deux  autres 

H-/f'[x-^li+2:^)]=o.  (a,) 

La  première  a  pour  intégrale 

y+l±^  =  b,  (b) 

6 désignant  une  constante  arbitraire;  et  par  conséquent, 
d'après  l'équation  (a),  l'on  a  aussi 

,-&^  =  .,  (c) 

X 

poui*vu  que  la  nouvelle  constante  a  soit  liée  à  b  par  la 

relation 

*=fa.  (d) 

Les  équations  (b)  et  (c)  donnent 

X  —  a  4- (7  —  %'  =  o; 

d'où,  par  une  nouvelle  intégration, 

{x  —  af+{y  —  by=c\  (e) 

Cette  dernière  équation  qui  renferme  deux  constantes 
arbitraires  a,  c,  et  une  troisième  constante  b^  liée  à  a  en 
vertu  de  l'équation  (d),  est  donc  l'intégrale  complète  de 
l'équation  (a).  Cette  intégrale  complète  représente  évi- 
demment l'un  quelconque  des  cercles  osculateurs  de 
l'une  quelconque  des  développantes  de  la  courbe  pro- 
posée (f),  ou  plutôt  le  système  de  tous  ces  cercles  oscu- 
lateurs. 

Si  maintenant  on  élimine  la  quantité    '^J   entre  les 
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équations  (a)  et  (a,),  ce  qui  est  censé  possible  quand  la 
fonction  f  est  donnée,  on  a  une  équation  en  x^jr^y  qui 
est  une  intégrale  première  singulière  de  l'équation  (a). 
Par  une  intégration  subséquente  on  introduit  une  cons- 
tante arbitraire  h ,  et  l'on  a  en  x^y^  h  l'équation  des 
développantes  de  la  courbe  proposée,  laquelle  ne  doit 
en  effet  contenir  qu'une  seule  constante  arbitraire, 
puisque  chaque  développante  est  déterminée  dans  son 
tracé  quand  on  a  assigné  arbitrairement  la  longueur  de 
son  rayon  de  courbure^  pour  un  point  de  cette  dévelop- 
pante correspondant  à  un  point  donné  sur  la  développée. 
Chaque  développante  est  la  ligne  de  contact  d'une  série 
de  cercles  comprise  dans  l'étendue  de  l'intégrale  géné- 
rale (e),  et  même  elle  a  avec  chacun  des  cercles  de  cette 
série  un  contact  du  second  ordre. 

Le  calcul  de  l'équation  de  la  développante  se  ramène 
à  une  simple  quadrature  au  moyen  des  formules. 

($  —  a:)rfÇ  +  (if)  —  j^Yl  =  prfp , 
(^~oc)(tt[—  (y)  —j)d^  =  o, 

dans  lesquelles  p  désigne  le  rayon  de  courbure  de  la 
développante,  et  dont  les  deux  premières  ont  été  établies 
au  n°  191,  la  troisième  résultant  évidemment  de  ce  que 
le  rayon  de  courbure  de  la  développante  est  tangent  à  la 
développée.  On  en  tire 

p  ==  A +/»/7TTï^^^^ 

c  —  :r=  p  -7-  — .  = , 

^  ^  rfp  »/iH-(rç)» 

Quand  la  fonction  f  est  particularisée,  et  que  la  qua- 
drature  indiquée  dans  l'expression  de  p  est  effectuée, 
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il  suffit  d'éliminer  ^  entre  ces  deux  dernières  équations 
pour  avoir  en  x^r^h  l'équation  des  développantes.  En 
d'autres  ternies,  la  détermination  de  l'équation  des  déve- 
loppantes dépend  uniquement  de  la  rectification  de  la 
développée,  comme  cela  doit  être  d'après  la  propriété 
caractéristique  des  développées. 

493.  Il  résulte  du  n^  a84  que  le  système  des  projections 
des  lignes  de  courbure  d'une  surface  sur  l'un  des  plans 
coordonnés  s'obtient  par  l'intégration  d'une  équation 
différentielle  {i)  commune  à  toutes  ces  projections.  Si 
l'on    prend    pour    exemple    l'ellipsoïde    à    trois    axes 

inégaux 

x^       r'       z* 

l'équation  différentielle  des  projections  des   lignes  d(* 
courbure  sur  le  plan  xj  est 

kxyy^  +  {p^  —  Aj* —  B)j'  -^  xyz=zo^  (e) 

où  l'on  a  fait  pour  abréger 

f!(*lzi£l)_A    f!(f!ziil)_B 

o  [a  — c  )  a  — c 

On  différentie  l'équation  (e),  et  il  vient  après  réduc- 
tion 

{%hxyy  +  x^ — Aj' — B)  j"  4-  (  Aj''  +  i  )  (-^^j'  — j)  =  o. 
Si  l'on  remplace  le  polynôme  x*^ — ky^ — B  par  sa  valeur 
tirée  de  (^),  l'équation  précédente  prend  la  forme 

d'où  les  deux  solutions 

xyf'  -+-  y'{xy  — jr)  =  o ,  (^.  ) 

Occupons-nous  d'abord  de  la  première  qui  donne 
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X  X^ 

et  en  intégrant  deux  fois  de  suite, 

•^./=a,  (4) 

j'  =  cur-  +  p.  (5) 

On  aurait  pu  se  dispenser  de  la  seconde  intégration  et 
éliminer^'  entre  les  équations  {e)  et  (4)»  conformément 
à  la  méthode  que  nous  avons  suivie  dans  d'autres  cas.  Il 
vient  par  ce  calcul 

A^V+  (^'  —  Aj*  —  B)a  —f  =  o  ;  (6) 

et  en  comparant  le  résultat  à  l'équation  (5)  on  en 
conclut 

B«      _  a^b\a^~b^y 

^  Aa  +  I  <** — <^y  +  h\à^  —  (f)  '   ^^^ 

mais,  pour  simplifier,  on  peut  retenir  la  constante  p. 

Soit  (^o5^o>2o)  un  poidt  de  l'ellipsoïde  par  lequel  doit 

passer  une  ligne  de  courbure  déterminée  :  l'équation  (6) 

donne 

«= ^X^j •   (8) 

Admettons  maintenant  qu'on  ait 

a>b>c^ 
ce  qui  rend  positives  les  constantes  A,  B  :  les  deux  va- 
leurs de  a  données  par  l'équation  (8)  seront  réelles  et 
de  signes  contraires;  à  la  valeur  positive  de  a  corres- 
pondra une  valeur  négative  de  p  en  vertu  de  l'équation 
(7);  enfin  à  la  valeur  négative  de  a  correspondra  une 
valeur  positive  de  p,  car  on  a 
2ar;(  Aa  4- 1  )  =^;  -f-  AjJ + B — \/{x\  ^ky\  -B)»-h4A  j:iro* 

=xl-At-  kj\  +  B — ï/(^,-+Ar:-hB)^— 4Bx2  ;      (9) 
en  sorte  que  le  dénominateur  Aa-|-î  qui  entre  dans  l'ex- 
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pression  de  %  reste  positif  pour  les  valeurs  négatives 
de  a.  On  conclut  de  là  que  les  projections  en  x/  des 
deux  lignes  de  courbure  qui  se  coupent  à  angles  droits 
sur  Tellipsoîde  au  point  (^09^09^0)9  sont  une  ellipse  et 
une  hyperbole  rapportées  au  même  centre  et  aux  mêmes 
axes  :  Taxe  transverse  de  l'hyperbole  se  confondant  avec 
celui  des  x.  En  vertu  de  cette  remarque,  si  Fon  pose 

-=  —  ^%p=±  Y)*,  les  quantités  Ç,  yi   sont  toujours 


a 


I9 


réelles  :  la  double  série  des  projections  des  lignes  de 
courbure  coïncide  avec  la  double  série  des  ellipses  et 
des  hyperboles  données  par  l'équation 

et  les  lignes  ^,  y)  ,  ou   les  demi-axes  de  ces  courbes,  se 
trouvent  liées  par  l'équation  (7)  qui  devient 

g'  — c'    .  _    *'— c*      ^_ 

et  qu'on  peut  construire  au  moyen  d'une  hyperbole  et 
d'une  ellipse. 

494.  Considérons  en  premier  lieu  l'hyperbole  auxi- 
liaire 


a\a^—b^)^  b\a^—b') 
dont  la  construction  détermine  la  série  des  lignes  de 
courbure  à  projections  elliptiques,  comprises  dans  l'é- 
quation 

Ç*  peut  croître  depuis  la  valeur 

"J?=43  fe) 

juscju'à  Tintini,  et  les  valeurs  correspondantes  de  yi^  sont 
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o,  00  .  D'après  l'hypothèse  sur  l'ordre  de  grandeur  des 
lignes  a,i,c,  on  a  toujours  yi*  <  Ç*,  et  toutes  les  projec- 
tions elliptiques  ont  leur  grand  axe  dirigé  suivant  les  x 
^fiS'  97)*  L'ellipse  se  change  en  ligne  droite  et  se  cod- 
fond  avec  l'axe  même  des  jc,  lorsqu'on  prend  yj*=o.  Elle 
se  confond  avec  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  xy^ 
lorsqu'on  fait  t{^z=ib'^^  d'où  $*=«'.  Pour  de  plus  grandes 
valeurs  de  yi*  les  ellipses  données  par  l'équation  (/), 
quoique  toujours  réelles,  sont  étrangères  aux  lignes  de 
courbure  de  l'ellipsoïde. 

Considérons  à  son  tour  l'ellipse  auxiliaire 


dont  la  construction  détermine  la  série  des  lignes  de 
courbure  à  projections  hyperboliques 

Ç'  peut  croître  depuis  zéro  jusqu'à  la  valeur  {g)^  tandis 
que  71*  décroît  depuis  la  valeur 

jusqu'à  zéro.  L'hyperbole  (  /j)  se  confond  à  la  première 
limite  avec  l'axe  des  ^  et  à  la  seconde  avec  l'axe 
des  X. 

Il  résulte  de  cette  double  construction,  que  toutes  les 
lignes  de  projection,  elliptiques  et  hyperboliques,  tour- 
nent leur  concavité  vers  les  deux  points  situés  sur  l'axe 
des  Xj  qui  ont  pour  abscisses 


w 


et  qui  sont  les  projections  sur  le  plan  xy  des  quatre  om- 
bilics de  l'ellipsoïde  [aSS]. 
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Nous  aurions  encore  h  discuter  les  solutions  données 
par  l'équation  (e^);  mais  comme  le  coefficient  A  est 
positif 9  par  suite  de  l'hypothèse,  le  facteur  Aj-'^-^ij 
égalé  à  zéro,  ne  saurait  donner  de  solution  réelle;  et 

l'équation— ^=:  o,  combinée  avec  (/?),  reproduit  la  solu- 
tion déjà  obtenue  x=zo. 

495.  Si  Ton  avait  supposé  a<b<c,  les  coefficients 
A,B  seraient  toujours  restés  positifs,  et  rien  n'aurait  été 
changé  à  la  discussion  qui  précède,  si  ce  n'est  qu'on 
aurait  trouvé  les  grands  axes  des  projections  elliptiques 
dirigés  suivant  les^. 

Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  construire  les  projections 
des  lignes  de  courbure  sur  le  plan  qui  comprend  le  plus 
grand  et  le  plus  petit  axe  de  l'ellipsoïde,  et  qui  devient 
celui  des  a^  dans  l'hypothèse 

a>c>b. 

Le  coefficient  B  reste  positif;  mais  comme  le  coefficient 
A  devient  négatif,  il  résulte  de  l'équation  (8)  que  les 
deux  valeurs  de  la  constante  a  sont  toujours  de  même 
signe.  Nous  disons  de  plus  qu'elles  sont  toutes  deux 
négatives^  ce  qui  suppose  l'inégalité 

a*;— Ajî— B<o, 

ou,  par  la  substitution  des  valeurs  de  A,B, 

Mais,  de  ce  que  le  point  (^o^^o^o)  appartient  à  la  sur- 
face de  l'ellipsoïde ,  il  résulte 

(le  signe  <  n'excluant  pas  le  cas  d'égalité)  ;  et  si  cette 
inégalité  est  satisfaite,  la  précédente  l'est  à  fortiori  y  car 

T.    II.  Î20 


— +  — <i 
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les  rapports 


sont  plus  petits  que  l'unité,  par  suite  de  l'hypothèse  sur 
Tordre  de  grandeur  des  lignes  a^b^c.  De  plus,  en  vertu 
de  l'équation  (7)  et  des  signes  de  A,B,a,  la  constante  P  est 
toujours  positive. 

En  conséquence,  on  peut  poser -=1: — Ç%B=z='»i*;de 

sorte  que  la  double  série  des  lignes  de  courbure  se  con- 
fond avec  la  série  des  ellipses  qu'on  obtient  en  faisant 
varier  dans  l'équation 

les  paramètres  ^,y)  qui  sont  eux-mêmes  les  coordonnées 
d'une  ellipse  auxiliaire  | 


a^a^—b^y       b\a^~b^) 
Le  paramètre  Ç'  varie  entre  les  limites 

O,        — ^^ ^') 

tandis  que  yi*  varie  entre  les  limites 

b^{a^—b^) 


e—b 


%    ' 


o. 


Quand  on  prend  ^*=o,  l'ellipse  (/i)  se  confond  avec 
l'axe  des  /,  et   elle  est  allongée  dans  le  sens  des/ 

cCb^ 
tant  qu'on  a  Ç*< — ^.  Elle  devient  un  cercle  lors- 
que }^  atteint  cette  valeur,  puis  s'allonge  dans  le  sens  des 
X  pour  des  valeurs  croissantes  de  Ç*;  se  confond  avec  la 
section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  xy  quand  on  a  Ç^=a'; 
s'allonge  de  plus  en  plus,  et  finalement  se  confond  avec 
Taxe  des  x  quand  ^  atteint  sa  limite  supérieure,  ou 
lorsque  vi*  s'évanouit  [fig*  98). 
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Il  reste  à  considérer  la  solution  singulière  donnée  par 

lequation 

A^'*-f-i  =  o, 

solution  réelle  à  cause  du  signe  négatif  de  A.  La  va- 
leur ààjr  qui  s'en  déduit,  étant  substituée  dans  (^),  donne 

3*(a* —  c*)a:*  it  ^ab  V/'(a>— c»)(c»  — **) .  xy  +  a\c^  —  b'^)y^ 

=  a^b\a^—b^), 

et  c^tte  dernière  équation  se  décompose  dans  les  deux 
suivantes 

bv^a^ — c^.xziza\/c^  —  l,i,jr:=  ab\/a^ — ^a, 
b\/a^ — ca.ordtal/^c» — b^'f= — ab\/a^ — ^a, 
qui  sont  les  équations  de  quatre  droites  passant  par  les 
sommets  de  l'ellipse  auxiliaire  (lo).  D'après  la  théorie 
des  intégrales  singulières,  ces  quatre  droites  doivent  tou- 
cher toutes  les  ellipses  données  par  l'équation  {J^i)j 
comme  on  peut  le  vérifier  en  ayant  égard  à  l'é- 
quation (lo)  qui  ne  laisse  arbitraire  qu'un  des  para- 
mètres ÇjYÎ. 

La  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  xj^  étant  l'une 
des  lignes  de  courbure,  touche  les  quatre  droites  qui 
viennent  d'être  déterminées,  en  quatre  points  ofi\d\o"\ 
qui  sont  précisément  les  ombilics  de  la  surface.  Car  on 
trouve  pour  les  abscisses  de  ces  points 

et  dans  cette  formule,  h  désigne  le  plus  petit  axe  de  l'el- 
lipsoïde, c  l'axe  moyen,  en  sorte  qu'elle  se  confondrait 
avec  la  formule  {K)  si  l'on  désignait  par  b  l'axe  moyen 
et  par  c  le  petit  axe,  ce  que  ces  lettres  représentent  en 
effet  dans  l'équation  {K). 

La  solution  —  =  o  ne  ferait  que  reproduire  les  solu- 
tions particulières  3C=o^  y=o. 

ao. 
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L'élégante  construction  des  lignes  de  courbure  de 
l'ellipsoïde  a  été  donnée  par  Monge,  et  M.  Leroy  y  a  ap- 
porté un  perfectionnement  en  tenant  compte  du  facteur 
Ay'*-|-i  pour  obtenir  directement  la  solution  singa- 
lière,  ce  qui  rentre  au  surplus  dans  la  théorie  gé* 
nérale. 

496.  Nous  avons  dit  [277],  et  l'on  pourrait  admettre 
comme  évident  que  la  sphère  est  l'unique  surface  qui  ait 
en  tous  ses  points  ses  deux  rayons  de  courbure  égaux 
et  dirigés  dans  le  même  sens.  Afin  de  ne  rien  laisser 
d'essentiel  à  désirer  dans  cette  partie  importante  de  la 
théorie  des  surfaces,  nous  placerons  ici  la  démonstration 
de  la  proposition  que  l'on  vient  de  rappeler. 

Les  deux  équations  aux  différences  partielles  qui  doi- 
vent être  satisfaites  en  tous  les  points  de  la  surface  dont 
il  s'agit,  sont  [282] 

{i+q')s—pqt==o,     (i  +p^)s—pqr=o; 
et  elles  peuvent  être  écrites  sous  la  forme 


d 


djr  '  dx 


Dans  l'intégration,  il  faut  remplacer  la  constante  ar- 
bitraire par  une  fonction  arbitraire  de  la  variable  in- 
dépendante ,  autre  que  celle  relativement  à  laquelle 
l'intégration  s'opère,  et  ainsi  l'on  a 

d'où 

Mais  l'équation  de  toute  surface  doit  satisfaire  à  la  con- 
dition d'intégrabilité 
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et  cette  dernière  équation  doit  se  vérifier  identique- 
ment, c'est-à-dire  indépendamment  des  valeurs  de  Xj  y. 
Par  conséquent,  il  faut  qu'on  ait 

-r  désignant  une  constante  arbitraire.  De   là  on  tire  en 

intégrant  ' 

X  —  a       ,         r  —  h 

"^  \/jt.  _  (:C  —  «)»  —  (jr  __  ^). 

et  en  intégrant  de  nouveau 

z  —  c  =  —  v^k"  —  (x  —  û)>—  Cr  —  *)>, 

équation  d'une  sphère  dont  le  rayon  et  les  coordonnées 
(lu  centre  sont  arbitraires. 

497.  On  sait  [ia6]  que  les  projections  en  xy  des 
lignes  de  niveau  et  des  lignes  de  plus  grande  pente 
d  une  surface  ont  respectivement  pour  équations  diffé- 
rentielles 

;?  +  S7'=o,    pf — y=o. 

Cela  posé^  si  une  famille  de  surfaces  est  caractérisée  par 
une   équation   aux   différences  partielles   de  la   forme 

n^^y,2jz=zo,  OL  a /(.r,^,^')=  o,  pour  lequatiou 

différentielle  des  lignes  de  plus  grande  pente,  commune 
à  toutes  les  surfaces  de  cette  famille. 

Par  exemple,  les  surfaces  de  révolution  autour  de 
Vaxe  des  z  étant  caractérisées  [^54]  par  l'équation  aux 
différences  partielles /?/=<7.r,  l'équation  des  lignes  de 
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plus  grande  pente  est  xy^=^^  èiO\x.j:=cx^  c  désignant 
une  constante  arbitraire;  et  en  effet  les  lignes  de  plus 
grande  pente  se  confondent  avec  les  méridiens  de  la 
surface  qui  se  projettent  eu  xjr  suivant  des  lignes  droites 
passant  par  l'origine. 

De  même  les  surfaces  conoïdes  droites  [12 53]^  dont 
l'équation  aux  différences  partielles  est  px==: — qy^  ont, 
pour  l'équation  difTérentielle  des  projections  de  leurs 
lignes  de  plus  grande  pente, ^y=ii — Xy  d'où  ^^-j^^zzzc'; 
c'est-à-dire  que  les  lignes  de  plus  grande  pente,  pour 
toutes  les  surfaces  de  cette  famille,  se  projettent  suivant 
des  cercles  dont  le  centre  est  à  l'origine  des  coordonnées: 
comme  on  le  conclut  de  ce  que  toutes  les  lignes  de 
niveau  sont  des  droites  passant   par  l'axe  des  z. 

498.  Les  lignes  de  niveau  de  l'ellipsoïde 

se  projettent  en  xj  suivant  les  ellipses  concentriques  et 
semblables  données  par  l'équation 

le  paramètre  k  pouvant  varier  entre  zéro  et  Tunité.  Le- 
quation  difTérentielle  des  projections  des  lignes  de  plus 
grande  pente  prend  la  forme 

à^cbc       b^dy 

X  y 

d'où  ,  en  désignant  par  y  une  constante  arbitraire, 

Quand  les  axes  a,  h  sont  commensurables,  les  lignes 
de  plus  grande  pente  deviennent  des  courbes  algébri- 
ques; sinon,  ce  sont  des  courbes  transcendantes. 

Soit  (rojj'oi  *«)  ^^  point  de  l'ellipsoïde  par  lequel  on 
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veut  faire  passer  la  ligne  de  plus  grande  pente  :  Téqua- 
tîon  (k)  devient 

et  quelles  que  soient  les  valeurs  rationnelles  ou  irration- 
nelles assignées  aux  exposants  a%  b^j  la  courbe  a  un  cours 
continu  pour  toutes  les  valeurs  de  x^jy  qui  sont  res- 
pectivement de  mêmes  signes  que  x^j  y^.  £n  d^autres 
termes,  si  nous  imaginons  l'ellipsoïde  partagé  en  quatre 
régions  symétriques  par  les  plans  rectangulaires  des  xz 
tX.àe&  jrZy  la  courbe  n'éprouve  aucune  solution  de*  con- 
tinuité tant  qu'elle  ne  sort  pas  de  la  région  à  laquelle 
appartient  le  point  (x^^y^^z^.  Elle  vient  toucher  au 
sommet  de  l'ellipsoïde  le  plan  des  xz  ou  celui  des  yz , 
selon  qu'on  a  a*>  ou  <^;  et  elle  s'y  raccorde  avec 
toute  autre  ligne  de  plus  grande  pente,  construite  arbi- 
trairement dans  l'une  des  trois  autres  régions  de  l'el- 
lipsoïde, ou  même  dans  celle  où  se  trouve  déjà  le  point 

Dans  le  cas  particulier  de  la  commensurabilité  des 
nombres  a%  ^%  on  peut,  pour  plus  de  simplicité,  les 
remplacer  par  des  nombres  proportionnels  //z, /?,  entiers 
et  premiers  entre  eux,  ce  qui  revient  à  multiplier  par  un 
facteur  constant  les  équations  (/),(;').  Alors  la  ligne  do 
niveau,  devenue  algébrique,  ne  peut,  en  tant  que  courbe 
algébrique,  s'arrêter  au  sommet  de  l'ellipsoïde ,  et  elle 
ne  forme  algébriquement  qu'une  seule  et  même  courbe 
avec  une  autre  ligne  de  plus  grande  pente,  de  manière 
que  la  projection  sur  le  plan  xy  de  la  courbe  complète 
offre  l'une  des  dispositions  indiquées  par  les  fig,  99, 
100  et  101.  Si  l'on  suppose,  ce  qui  n'ôte  rien  à  la  géné- 
ralité de  la  construction,  m>n^  ou  a^>l)'^j  la  fig.  99 


1 
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correspond  au  cas  de  m  impair  et  n  pair,  ^^fië-  'oo  au 
cas  de  m  pair  et  n  impair,  \àfig*  loi  au  cas  de  /72  et  n 
tous  deux  impairs.  Or,  il  est  bien  évident  que  la  com- 
mensurabilité  des  nombres  a'^^  b^  ou  /w,  n^  la  propriété 
arithmétique  des  nombres  m^rij  d'être  pairs  ou  impairs, 
ne  changent  rien  aux  conditions  géométriques  du  pro- 
blème qui  consiste  à  tracer  sur  un  ellipsoïde  des  lignes 
de  plus  grande  pente,  ou  sur  un  plan  des  courbes  per- 
pendiculaires à  une  suite  d'ellipses  concentriques  et 
semblables.  Il  n'y  aurait  aucune  raison  géométrique  du 
changement  brusque  de  forme  qu'éprouveraient  les  lignes 
de  plus  grande  pente  ou  leurs  projections,  en  subissant 
par  exemple  au  sommet  de  l'ellipsoïde  ou  à  l'origine  des 
coordonnées,  une  inflexion  au  lieu  d'un  rebroussement, 
et  cela  en  vertu  d'une  variation  aussi  petite  qu'on  le 


m 


voudrait  dams  le  rapport  -^ ,  qui  est  celui  des  carrés  de 

deux  demi-^axes  de  l'ellipsoïde.  Il  faut  donc  reconnaître 
que  la  liaison  deux  à  deux  des  lignes  de  courbure  par- 
tant du  sommet,  dans  le  cas  de  la  commensurabilité  du 

rapport  —,  est  un  fait  de  pure  algèbre,  une  conséquence 

de  la  règle  des  signes ,  dont  la  nature  du  problème  ne 
rend  pas  raison,  et  qui  ne  correspond  à  aucun  fait  géo- 
métrique. 

Ces  observations  étaient  essentielles  pour  compléter 
ce  que  nous  avons  dit  jusqu'ici,  et  notamment  dans  le 
chap.  IV  du  quatrième  livre,  sur  la  nature  des  con- 
nexions entre  la  géométrie  et  l'algèbre. 

499.  La  pente  de  la  surface  au  point  (^,^,  z)  est 
mesurée  [i  26]  par  le  radical  |//?*4-</*,  qui  devient  pour 
l'ellipsoïde 
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Sur  une  même  ligne  de  niveau  le  maximum  et  le  mini- 
mum de  pente  correspondent  donc  au  maximum  et  au 
minimum  de  la  fonction 

qui  devient,  en  vertu  de  l'équation  (i')j 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  a>b:  le  maximum  de 
la  fonction  correspondra  à  x=Oj  et  le  minimum  à  x=a 
ù\k}kjrz=x}.  Ainsi  la  section  de  lellipsoîde  par  le  plan  qui 
comprend  l'axe  vertical  et  le  plus  petit  des  deux  axes 
horizontaux,  est  la  ligne  de  plus  grande  pente  sur  laquelle, 
pour  la  même  hauteur  verticale,  la  pente  est  la  plus 
grande;  ou,  dans  le  langage  des  géomètres,  cette  ligne 
correspond  à  un  majcimum  maximorum.  Au  contraire, 
la  section  de  Tellipsoîde  par  le  plan  qui  comprend  avec 
l'axe  vertical  le  plus  grand  des  axes  horizontaux,  est  la 
ligne  de  moindre  pente  y  parmi  les  lignes  de  plus  grande 
pente ,  et  elle  correspond  à  un  minimum  maxi- 
morum. 

500.  Les  lignes  de  plus  grande  pente  sont  celles  que 
décrirait  sur  la  surface  à  laquelle  elles  appartiennent  un 
filet  liquide,  cédant  à  l'action  de  la  pesanteur.  L'ensemble 
des  lignes  de  plus  grande  pente  que  l'on  peut  concevoir 
tracées  à  la  surface  du  sol ,  détermine  le  système  oro- 
graphique et  hydrographique  d'une  contrée.  Le  voyageur 
qui  remonte  une  vallée, côtoie  une  ligne  de  plus  grande 
pente,  occupée  d'ordinaire  par  le  lit  d'un  cours  d'eau, 
et  qu'on  désigne  sous  le  nom  allemand  de  thalweg,  A 
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sa  droite  et  à  sa  gauche,  les  ravinements  des  collines 
dessinent  d'autres  lignes  de  plus  grande  peule,  dont  le 
thalweg,  dans  Thypothèse  idéale  d'une  parfaite  continuité 
de  formes,  serait  la  ligne  de  contact  ou  l'asymptote. 
Les  croupes  des  collines  ou  des  montagnes  se  terminent 
à  la  ligne  de  fatte^  ou  ligne  de  partage  des  eaux,  qui 
serait  aussi ^  dans  les  mêmes  circonstances,  la  ligne  de 
contact  ou  l'asymptote  des  lignes  de  courbure  ordinaire. 
Par  rapport  à  celles-ci,  les  lignes  de  faîte  et  de  thalweg 
sont  encore  des  lignes  de  moindre  pente^  dans  le  sens 
qui  vient  d'être  expliqué.  Enfin  les  lignes  de  faite  et  de 
thalweg  vont  se  couper  à  angles  droits,  en  tournant 
leurs  courbures  dans  des  sens  opposés,  en  des  points 
que  l'on  nomme  cols^  qui  sont  ceux  où  Ton  dirige  le 
tracé  des  routes  et  des  canaux  pour  franchir  la  ligue  de 
faîte,  et  qui  correspondent  à  des  mm;>72a  relatifs  de 
l'ordonnée  verticale  de  la  surface. 

Tel  est  le  type  géométrique  auquel  on  peut  rapporter 
la  configuration  des  vallées  dites  diérosion^  c'est-à-dire 
de  celles  qui  ont  été  creusées  par  des  actions  lentes  et 
continues  :  mais  en  général  lefs  grandes  inégalités  de  la 
surface  du  sol  ont  été  le  produit  d'actions  convulsives 
et  de  dislocations  dont  les  traces  ne  sont  point  effacées, 
malgré  l'influence  prolongée  des  agents  atmosphériques 
qui  tendent  sans  cesse  à  combler  les  failles  et  à  adoucir 
l'aspérité  des  contours.  Il  en  résulte  des  solutions  de 
continuité  dans  les  valeurs  des  coefficients  p  eX,  q\\t 
plan  tangent  et  la  normale  passant  brusquement  d'uoe 
direction  à  une  autre.  Alors  les  lignes  de  faîte  et  de 
thalweg  sont  remplacées  par  des  arêtes  que  les  lignes  de 
plus  grande  pente  ordinaires  rencontrent  sous  des  angles 
finis. 
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501.  La  détermination  des  projections  des  ligues  de 
plus  grande  pente  rentre,  comme  cas  particulier,  dans  un 
problème  qui  a  acquis  de  la  célébrité,  sous  le  nom  de 
problème  des  trajectoires j  à  l'époque  oii  les  Bernoulli, 
mettant  en  œuvre  les  idées  de  Leibnitz,  donnaient  au 
calcul  intégral  ses  premiers  développements. 

On  a  appelé  trajectoire^  dans  un  sens  purement  géo- 
métrique, la  courbe  qui  coupe  sous  un  angle  constant 
toutes  les  lignes  que  représente  l'équation 

F(a7^,a)  =  o,  (/) 

quand  on  y  fait  varier  sans  discontinuité  le  paramètre 
a.  Si  l'angle  d'intersection  est  droit,  les  deux  systèmes 
de  courbes  orthogonales  peuvent  être  pris  pour  les 
systèmes  des  projections  sur  le  plan  xy  des  lignes  de 
niveau  et  des  lignes  de  plus  grande  pente  d'une 
surface. 

Soit  en  général  a  la  tangente  de  l'angle  d'incidence 
des  trajectoires,  ^,y)  les  coordonnées  courantes  d'une  tra- 
jectoire, parallèlement  aux  x  et  aux^  :  on  aura  au  point 
d'intersection, 

^  =  — -  ;  — >     aL=(—  —  ^  :  fi^^.^\ 

(Lv  dx  ^  dy  V^        dx)  '  \        d^    dxj 

d'où 

\^       H'^J  —  dy^di'^  dx  ^'^^ 

Au  point  d'intersection  on  a  a::=:^,/ï=yi,  en  sorte  que 
l'équation  précédente  ne  contient  de  variables  que  Ç,  yi, 

-^,  et  le  paramètre  a.  Après  qu'on  a  chassé  ce  para- 

mètre  au  moyen  de  l'équation  F(^,y),/7)=o,  l'é- 
quation {m)  est  l'équation  différentielle  des  trajec- 
toires. 


a 
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Prenons  pour  l'équation  des  courbes  coupées y=aûi^: 
l'équation  différentielle  des  trajectoires  sera  d'après  ce 
calcul 

et  comme  elle  est  homogène,  on  pourra  la  traiter  par  la 
méthode  du  n*'  439-  Dans  l'hypothèse  y7ï=/i=i,  le 
système  des  lignes  coupées  étant  un  système  de  droites 
qui  passent  par  l'origine,  l'équation  (rnf)  devient 

0L{ld^  +  yichi)  +  Tïd^ — Idfï  =  o , 

d'où  l'on  tire,  en  divisant  par  $*-|-tq*  ^^  ®^  intégrant, 


n 


OL  log .  V^Ç»  +  u»  —  arc  tang  f  ==  ^« 
Si  l'on  fait 

e 

Ç  =  rcosç,     Y)  =  rsinç,     c"=i, 
l'intégrale  prend  la  forme 

et  elle  est  l'équation  d'une  spirale  logarithmique  [181], 
courbe  qui  a  en  effet  pour  caractère  de  couper  sous  un 
angle  constant  les  droites  menées  par  le  pôle. 

Pour  avoir  les  trajectoires  orthogonales,  il  faut  poser 
a=QO  ,  ce  qui  réduit  l'équation  (^m!)  à  n^d^'J^my\(h=o» 
L'intégrale  /2$'-[-/W7i^=c  appartient  à  une  série  d'ellipses 
ou  d'hyperboles  concentriques  et  semblables ,  selon  que 
les  exposants  m^n  sont  de  mêmes  signes  ou  de  signes 
contraires  ,  c'est-à-dire  suivant  que  les  courbes  coupées 
sont  du  genre  des  paraboles  ou  des  hyperboles. 
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CHAPITRE  VI. 


DE     l'iNTÉGRA^TIOW     DES    ÉQUATIONS     DIFFÉRENTIELLES 

SIMULTANÉES. 


502.  Considérons,  comme  dans  le  n""  i65,  un  sys- 
tème de  V  équations  entre  la   variable  indépendante  tj 
les  V  variables  a:,j^,2, . .  .    qui  dépendent  de  ^,  et  leurs 
dérivées  xy^z\, .  .a:"y\z" .  .  .etc.  :  le  problème  de  l'in- 
tégration des  équations  différentielles  simultanées  con- 
siste à  tirer  d'équations   qui  se  présentent  sous  cette 
forme  les  valeurs  de  ^,7*,2.  - . .,  en  fonction  de  t,  en 
donnant  à  ces  valeurs  toute  la  généralité  qu'elles  com- 
portent, par  l'introduction  d'un  nombre  convenable  de 
constantes  arbitraires.  Pour  fixer  les  idées  sur  une  ap- 
plication, imaginons  des  points  matériels  en  mouvement 
dans  l'espace,  et  qui  exercent  les  uns  sur  les  autres  des 
actions  attractives  ou  répulsives,  variables  avec  leurs 
distances   mutuelles;   désignons   par  t  le   temps;    par 
r,^,2;  j:„^„2,,  etc.,  les  coordonnées  des  points  mobiles  : 
les  variations  infinitésimales  des  vitesses  dépendront  des 
forces  auxquelles  les  points  matériels  sont  soumis,  et 
par  conséquent  des  coordonnées  en  fonction  desquelles 
s'expriment  leurs  distances  mutuelles;  les  vitesses  mê- 
mes s'exprimeront  par  les  variations  infinitésimales  des 
coordonnées;  et  sans  qu'il  soit  besoin  d'entrer  dans  des 
développements  qui  appartiennent  à  la  mécanique,  on 
conçoit  que  toutes  ces  liaisons  doivent  conduire  à  des 
équations  oii  entrent  à  la  fois  les  coordonnées  des  points 
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mobiles  et  leurs  coefficients  différentiels,  pris  par  rap- 
port au  temps.  Il  s'agit  d'en  tirer  les  valeurs  des  coor- 
données en  fonction  du  temps  j  puis  d'éliminer  la  va- 
riable t^  de  manière  à  avoir  des  équations  entre  ^,/,2; 
.r,,^i,  2„  etc.,  qui  sont  celles  des  courbes  décrites  dans 
l'espace  par  les  points  mobiles.  La  plus  belle  question 
de  la  philosophie  naturelle,  la  théorie  des  mouvements 
planétaires,  se  trouve  ainsi  ramenée  à  un  problème 
d'intégration  qui  porte  sur  des  équation^  diflférentielles 
simultanées. 

503.  De  quelque  manière  que  l'on  obtienne  le  sys- 
tème des  équations  intégrales,  ou  le  système  des  équa- 
tions en  t^Xjj'jZj  etc.,  qui  satisfait  aux  équations  diffé- 
rentielles proposées,  ce  système,  pour  avoir  le  même 
degré  de  généralité  que  le  système  proposé,  doit  conte- 
nir un  nombre  déterminé  de  constantes  arbitraires, 
nombre  qu'on  assignera  sans  difficulté,  dans  chaque 
cas  particulier,  par  des  considérations  analogues  à  celles 
qui  ont  été  présentées  au  n"  465. 

Prenons  deux  équations 

et  examinons  en  premier  lieu  le  cas  où  Ton  aurait 
7/^>/7^„  n<n^.  Si,  pour  une  valeur  de  t  que  nous  dé- 
signerons par  4,  on  se  donne  arbitrairement  les  valeurs 
correspondantes 

on  tirera  de  l'équatioa  ( /")  la  valeur  de  x^^'^\  de  le- 
quation  (/[)  la  valeur  de  ^o^"»^,  et  de  leurs  dérivées  suc- 
cessives les  valeurs  de 

,^.^(m+i)^^jm+2)^  etc.;  7o^"'+*^  r„("i+>)  j  etc. 

On  pourra  donc  construire,  par  la  série  de  Taylor,  les 
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valeurs  de  x^y  en  fonction  de  tj  qui  contiendront  les 
constantes»  arbitraires  (o),  en  nombre  m  -h  n^.  Donc, 
sous  quelque  forme  qu'on  obtienne  les  deux  équations 
intégrales  par  lesquelles  sont  déterminées  les  valeurs 
de  Xjjr  eu  fonction  de  t^  il  est  essentiel  que  ce  système 
d'intégrales  renferme  m +/i,  constantes  arbitraires,  telles 
que  le  système  des  quantités  (o)  puisse  se  déduire  des 
valeurs  de  ces  constantes,  et  réciproquement. 

Le  raisonnement  serait  encore  le  même  si  Ton  avait 
à  la  fois  m^m,^  n=n^,  ou  si  Tune  seulement  de  ces 
égalités  subsistait. 

Mais  si  l'on  avait  à  la  fois  m>mi,  /^>/^, ,  le  calcul 
ne  pourrait  plus  se  faire  de  la  même  manière.  Admet- 
tons, pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait 

IW+/1,  >  wïi  +  w,  ou  m — m^  >  n — n^  : 

on  différentiera/i'^ — w,  fois  l'équation  (/]),  ce  qui  don- 
nera 

Au  moyen  des  valeurs  initiales  (o),  en  nombre  m  +  n^j 
on  déterminera  par  les  équations  (^/),  (/J)  et  (f/)  les 
valeurs  de 

nr  ("•)  •  V  ("x)     V  ("1*4"')  v  (")  • 

ensuite ,  les  dérivées  successives  de  l'équation  {f)  et  de 
la  dernière  équation  (./^)  détermineront  de  proche  en 
proche  les  valeurs  de 

Xo('»+'>,  :ro('"+*),  etc.  ;  7o^""^'^7o^''■*■*^  etc.  ; 

et  l'on  pourra  construire  les  valeurs  générales  de  .r,  > 
par  la  série  de  Taylor,  comme  précédemment.  Donc , 
dans  tous  les  cas ,  le  système  des  intégrales  complètes 
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A. 

des  équations  (/*),  [f^  doit  renfermer  7W+/î,  constantes 
arbitraires  :  /tz+ai,  étant  le  plus  grand  des  nombres 

504.  Nous  savons  [i65]  qu'il  est  toujours  possible  de 
tirer  d'un  système  d'équations  différentielles,  en  même 
nombre  que  les  fonctions  ^,  ^,  2 ,  etc. ,  de  la  variaUc 
indépendante  tj  une  équation  finale  qui  ne  contiennoc 
que  t,  X  et  les  dérivées  de  x  par  rapport  à  t.  Ainsi 
le  problème  de  l'intégration  d'un  système  d'équation! 
différentielles  simultanées  peut  toujours  se  ramener  i 
l'intégration  d^quations  différentielles  ordinaires,  entn 
deux  variables.  Ordinairement  il  suffit  d'intégrer  Té 
quation  différentielle  finale  entre  t  et  x  i  les  valeur 
des  autres  variables  jr^  z^  etc.,  en  fonction  de  t  son 
données  par  de  simples  éliminations  algébriques  ;  et  dam 
ce  cas  le  nombre  des  constantes  arbitraires  qui  doiven 
entrer  dans  les  intégrales  complètes  du  système  pro 
posé,  marque  l'ordre  de  l'équation  finale  en  ^  et  x 
Mais  il  peut  arriver  aussi  que^',y ...  s'en  aillent  avec/ 
dans  le  calcul  d'élimination  qui  conduit  à  l'équatio! 
finale,  dont  l'ordre  se  trouve  en  conséquence  abaissé 
Après  rintégration  de  celle-ci,  on  a  à  intégrer,  pour  dé 
terminer  la  valeur  de  f  en  ty  une  équation  de  la  fornu 

Le^  constantes  arbitraires,  amenées  par  cette  nouvelle 
intégration,  complètent  le  nombre  des  constantes  qu 
doivent  figurer  dans  les  intégrales  générales  du  systèm' 
proposé.  Une  discussion  plus  minutieuse  des  différent 
cas  possibles  compliquerait  l'exposition  de  cette  théorie 
sans  utilité  réelle. 

505.  On  peut,  dans  certaines  circonstances,  sans  avoi 
besoin  de  former  l'équation  finale,  intégrer  conjointe 
ment  des  équations  différentielles  simultanées.  Lorsqu'o 
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a,  par  exemple,  entre  trois  variables  x^y  ^t  deux  équa- 
tions linéaires  du  premier  ordre,  il  est  toujours  possi- 
ble de  les  mettre  sous  la  forme 

P,Q,  V,  P„  Q„  V,  désignant  des  fonctions  de  la  variable 
indépendante  t.  Multiplions  la  seconde  équation  par  un 
facteur  X,  fonction  de  la  même  variable  t^  et  faisons  l'ad- 
dition membre  à  membre  avec  la  première  équation  :  il 
viendra 

Posons  £«=x+^^,  u  désignant  une  autre  variable  auxi- 
liaire: nous  aurons  x' -{-^/^zlu' — /V,  eten  substituant, 

»'+(P+XP,)«— ^  [X'+x(P+XP,)— (Q4-XQ J]  =V+XV. . 

Si  l'on  détermine  la  fonction  \  de  manière  à  satisfaire 

a  i  équation 

X'+X(P+XP,)^(Q+XQ:)  =  o,  (a) 

laquelle  ne  renferme  que  \  et  tj  il  n'y  aura  plus  qu'à 
substituer  cette  valeur  de  X  dans  l'équation 

Il'-^(P-^xPJIl=v+xv,,  (6) 

où  n'entreront  alors  que  les  variables  u  et  t^  et  qui  est 
linéaire  par  rapport  à  u. 

Lorsque  les  coefficients  P,Q,P„  Q.  sont  constants,  on 
satisfait  à  l'équation  (a)  en  prenant  pour  X  l'une  des 
racines  X(,X.  de  l'équation  du  second  degré 

MP+^P.)-(Q+^Q.)=o.  W 

Substituons  successivement  ces  deux  racines  à  la  place 
de  X  dans  l'équation  {p)  ;  désignons  par  ^„  u^  les  valeurs 
correspondantes  de  i/,  et  par  Ci,C,  des  constantes  arbi- 
traires :  l'intégration  donne  [44o] 
u^^x+\j  =  ér-(P+X.PO'  [C.  -hfdt  (V4-X,V>'+X,P,)^ ,  (ij 

T.  II.  ai 


k 
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tl'oîi 

•i?s= .     Y  ^^  ■  ■  • 

A,      \  A, — ^A, 

On  change,  comme  à  l'ordinaire,  les  e]|:ponentielles  en 
sinus  et  cosinus,  si  les  racines  de  (oc)  sont  imaginaires. 

En  cas  d'égalité  des  racines  X.,X,,  les  valeurs.de  x^ 
deviennent  infinies ,  à  moins  qu'on  ne  pose  Cx=Ca9  ce 
qui  les  met  sous  la  forme  -1;  mais  on  lève  l'indéter- 
mination comme  on  l'a  fait  dans  un  cas  semblable  [463], 
en ,  prenant  les  dérivées  des  numérateurs  et  des  dénomi- 
nateurs par  rapport  au  paramètre  X,,  après  quoi  l'on 
pose  dans  ces  dérivées  Xa=::X,. 

506.  Admettons  maintenant  que  l'on  ait  trois  équa- 
tions linéaires  du  premier  ordre  entre  x,^,  z  et  la  va- 
riable indépendante  t  :  on  pourra  toujours  les  ramener 
à  la  forme 

a:' Ht  Par  +Q7  +  IU  =V, 

P,Q,  R,V;P,,  etc.  désignant  des  fonctions  de  L  Si  Ton 
fait  l'addition  membre  à  membre,  après  avoir  multiplié 
la  seconde  par  un  facteur  X  et  la  troisième  par  un  fac- 
teur (JL,  il  viendra  jj 

^'  +  xy4-fxz'  +  (P+XP,4-fxPa)^+(Q+XQ,+fiiQ,)j      X 

+  (R-+-XR,+fAR,)2=V  +  XV,-+-,AV,  . 

On  fera  ensuite 

x  +  ^y-^\*'Z=u^  doù  y4-V'  +  f*^=="' — T^' — V» 

et  par  la  substitution,  n 

tt'4-  (P+5^P.4-fxP,)M  ^ 

-7[X'  +  X(P4.XP.+fxP,)_(Q+xQ,  +  fxQ0] 

— z[[x'+fA(p+AP,  -+-f^PO  — (R+^Rx+F^R.)] 


i£QUATION3  DIFFERENTIELLES  SIMULTANÉES.      Si^ 

est  permis  de  disposer  des  fonctions  ^  (i  de  manière 
satisfaire  aux  équations . 

V+X(P+XP,+f*P.)— (Q  +  XQ.H.fiLQ.)  =  o,( 

^uand  elles  pourront  s'intégrer,  on  en  tirera  les  valeurs 
le  \  [t  en  fonction  de  t  pour  les  substituer  dans  la  troi- 
ième  équation    • 

u'+(P+XP.+  fxP.)tt=V  +  XV,  +  [xV.,         (d) 

m  n'entreront  plus  que  les  variables  u  et  tj  et  qui  est 
inéaire  par  rapport  à  u. 

Admettons,  comme  plus  haut,  que  les  coefficients 
P,Q,  etc.,  se  réduisent  à  des  constantes  :  on  satisfait  aux 
iquations  (c)  en  prenant  pour  \  [jl  les  racines  des  équa- 
tions numériques 

HL(P4-3P,+tiLP,)— (R+XR.+ftR.)  =  o  . 

Afin  de  faciliter  l'élimination,  nous  poserons 

P+XP,+fAP,  =  /w,  (e) 

%  qui  donne 

M^— Qx)— f*Q.=Q>  f^C'^— ».)— ^Rx=R  •    M 

[ies  valeurs  de  \  (a,  tirées  de  ces  équations  linéaires  et 
substituées  dans  l'équation  (e),  conduisent  à  l'équation 
inale  en  m 

^m-V)  (m-QJ  (m-R.)-Q.RXm-P)-P.R(m-QJ 

- P,Q(m-R.)=  P,(iR+P.QR,  . 

^elle-ci  étant  du  troisième  degré,  a  trois  racines  ml^m^^mi^ 

Uxquelles  correspondent  pour  \  (a,  en  vertu  des  équa- 

ions  (^'),  trois  systèmes  de  valeurs  >.i,(Ao  ^a^fx.,;  X3,  (x.3. 

L'équation  {d)  devient 

en  y  substituant  successivement  pour  m,X,(t  les  trois 

21 . 
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systèmes  de  valeurs  dénotés  par  les  iodités  (i)^  (a)>  (3), 
et  en  intégrant,  on  obtient  les  trois  équations 

d*où  il  est  facile  de  tirer  x,^,z  en  fonction  de  t  et  des 
constantes  arbitraires  Ci,C,,C3.  Rien  ne  serait  plus  sim- 
ple que  de  généraliser  ce  calcul ,  en  l'appliquant  à  un 
système  d'équations  simultanées,  linéaires  et  du  premier 
ordre,  renfermant  un  nombre  quelconque  de  variables. 

507.  On  peut  aussi ,  dans  le  seul  cas  qui  se  prête 
généralement  à  une  intégration  effective,  celui  où  les 
coefficients  P,Q,.  . .,  Px,Q„. . .  etc.,  sont  des  nombres 
constants,  donner  au  calcul  une  marche  synthétique^ 
plus  analogue  à  celle  qui  a  été  suivie  [J\S5  et  suii^.]  pour 
les  équations  différentielles  liné^aïres,  à  coefficients  cons- 
tants et  à  deux  variables  seulement. 

Soit  d'abord 

x'  +  Vx  +  Qx-^^z-i- 4-Um=o,  \ 

/  +  P,^+Q,j  +  R.z4- +U,ï^=o,  i 

J5'+P,^+Q,J+R,^+ +U,M=o,    V         (g) 

a'+Pn-i  «a^+Q,»- j-+Rn-i  ^H-....H-U,j_,a  =  o, 

un  système  de  n  équations ,  sans  derniers  termes  et  à 
coefficients  numériques,  entre  les  n  variables  o:,^,^, . .  .tt, 
fonctions  de  ^,  et  leurs  dérivées  du  premier  ordre  :  oa 
aperçoit  la  possibilité  d'y  satisfaire  par  un  système  de 
valeurs  particulières 

a:=C<5-'"',  jzzzXCe-'",  zzzzfxGtf-"', M  =  uCe-"', 

C  désignant  une  constante  arbitraire,  et  X,(jl,.  .  .  u  des 
nombres  donnés  par  le  système  des  n  équations  algé- 


s- 
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irîques 

P  4-XQ+fAR+ +uU=/w, 

Px+XQ<+fxR.  +  . . . . .  +«U,=Xw  , 
P.  +  ^Q.  +  [i^R,.+ H-uU.=,./n, 

P„-,4-XQ„_,+fAR„_x  4- +uUn_,=uiii . 

On  peut  substituer,  dans  la  première  de  ces  équations, 
les  valeurs  de  X^  [x.,. .  .u  en  fonction  de  m^  données  par 
les  autres  équations  du  même  groupe,  en  nombre  n-^i  ; 
et,  d  après  la  règle  de  Bezout ,  ces  valeurs  sont  expri- 
iqées  par  des  fractions  dans  lesquelles  m  eutre  au  nu- 
mérateur à  la  puissance  n — 2,  et  au  dénominateur  à  la 
puissance  n — i  :  donc  l'équation  finale  en  m  est  du  de- 
gré n.  Ses  racines  étant  désignées  par  m^^m^^. .  ./w„,  et 
les  mêmes  indices  affectant  les  valeurs  correspondantes 
de\|ji.,.  .u,Cy  on  a  pour  les  intégrales  complètes  du  sys 
lème  (^), 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  aux  seconds  mem- 
bres des  équations  (^)  des  fonctions  de  t  désignées  par 
^»V„  V„. . .  V„»,  :  les  équations  (^,)  seront  encore  les 
intégrales  générales  du  système,  pourvu  que  les  facteurs 
C,,G„. .  .C„  désignent,  non  plus  des  nombres  constants, 
mais  des  fonction^  dé  t  qui  satisfassent  aux  équations 

Ç,\e-^rt  ^^c>— •'   + +CnC-'"»'    =V, 

X,C',e— i'+X,C'.ér-.'+ +XnC'n«^»'  =  V,  , 

lA,C',ér-.'+fA,C>— •'+ +  f^nCn^*»'  =  V,  ,    . 

u.C\6— .'+u.C',e-"''+ +u^C'^e-«-'=y 
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On  tirera  de  ces  équations ,  par  une  élimination  ordi-     } 
naire,  les  valeurs  des  dérivées  C'„C'a,. .  X'»,  et  par  des 
quadratures    subséquentes    les   valeurs    des    fonctions 
C'iyCat. .  .Q,,  qu'il  faudra   ensuite  substituer  dans  les 
équations  (g^,). 

508.  On  a  vu  qu'on  peut  éliminer  une  variable  d'un 
système  d'équations  différentielles  simultanées,  en  subs' 
tituant  aux  proposées  des  équations  différentielles  en 
moindre  nombre,  mais  d'un  ordre  plus  élevé  [i65]: 
réciproquement  on  peut  abaisser  l'ordre  d'une  ou  de 
plusieurs  des  équations  proposées,  en  se  donnant  à  in- 
tégrer simultanément  un  plus  grand  nombre  d'équations 
différentielles.  Ainsi  l'intégration  du  système  des  deux 
équations  linéaires  du  second  ordre 

peut  être  ramenée  à  dépendre  de  l'intégration  simplta- 
née  des  quatre  équations  linéaires  du  premier  ordre  en- 
tre les  variables  a:,^,Ç,  y),  ^  : 

a:'  —  Ç=o, 

y— ii=û, 

r+PS+QTi  +R^+sr  =v, 

Dope  les  calculs  qui  précèdent  sont  susceptibles  de  s'ap- 
pliquer à  l'intégration  simultanée  des  équations  linéaires 
d'ordres  quelconques. 
509.  Désignons  par 

f{t;  ^,7,  z, ;^',/,  2', )=o, 

/„_, (^; jc, /, z ,  . ;y,/,  z', -)=o, 

un  système  de  n  équations  différentielles  simultanées  du 
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premier  ordre,  et  par 

J;  ^*5  X  y  ^j  2,  ••••^â)  fl,j  •  •  •  •  On — I  )  ^^^  O  j 

; /  (*•) 

le  système  de  leurs  intégrales  complètes,  dans  lesquelles 
les  constantes  a^  a^^^ .  •^n—i?  introduites  par  l'intégra- 
tion, se  trouvent  combinées  d'une  manière  quelconque. 
£n  général,  on  peut ,  par  une  élimination  dirigée  con- 
venablement, transformer  ce  système  d'équations  dans 
un  autre 

f(*;^j7>  ^j  —  ;  a)=o, 


(f) 


équivalent  au  précédent,  et  qui  jouit,  comme  celui-là, 
de  la  propriété  de  satisfaire  au  système  ( /)  avec  toute 
la  généralité  requise.  Si  maintenant  on  détermine 
a,a^^. .  .a„.s  en  fonction  de  t;  x^jr^z,. .  .par  les  équa- 
tions 

«t  qu'on  substitue  les  valeurs  ainsi  trouvées  dans  les 
équations  (  f  ),  on  forme  d'autres  équations 

?(^;^>r>^> )=Oj 

Çft-îC^î^ï/^/*» )=®> 

qui,  prises  ensemble,  satisfont  au  système  (/),  mais  en 
qualité  d'intégrales  singulières  ;  à  moins  que,  par  acci- 
dent, les  valeurs  de  a,  a„ . . .  a^^^t,  tirées  des  équations  (f '), 
ne  se  réduisent  à  des  constantes^  ou  à  des  fonctions  de 


328  liiyjiK  ▼!•  *-.  haAPfnM  "fê, 

t;  Xjjr,Zf . .  .qui  prennent  eUes-mémes def  valenrs  ooi» 
tantes,  en  vertu  des  équations  (f  )^ 

Au  lieu  de  prendre  à  la  fois  tout,  le  système  (f)  oq 
tout  |e  système  (f  ),  on  poumûf  remplacer  partieUement 
certaines  des  équations  (f)  par  leurs  correèpondaotai 
dans  le  système  (f  ),  c'est-à-dire  tt  par  ^  et  «inst  de 
suite.  On  formerait  ainsi  des  systèmes  mixêes^ifÀ  u- 
tisfont  encore  à  leur  manière  au  systènie  des  ëquatioai 
différentielles  proposées. 

Cette  analyse  s'étendrait ,  s*il  était  nécettaire^.iia 
équiitions  différentielles  simultanées,  d'ordres  quel- 
conques^ 

510.  Pour,  donner  un  exemple  d1nt^;ration  simul- 
tanée dans  le  ci|s  où  les  équations  différentielles  propoi- 
sées  ne  sont  pas  linéaires ,  et  pour  indiquer  en  même . 
temps  Fappltcation  qu'on  peut  fiiire  de  la  théotie^ 
inlJégrales  singulières  aux  équations  différentrdies  A 
toutes  tes  variables  sont  mêlées,  pnAKms  les  deuK  équa- 
tions du  premier  ordre  à  trois  yariables 

(aT^  +  ^a:')*  — 8tey  =  o,  (i) 

xX—^{^/  —  y/)=o-.  (a) 

En  les  différentiant  on  a 

Si  Ton  tire  de  la  seconde  de  ces  équations  dérivées  la 
valeur  de  x^  pour  la  reporter  dans  le  second  membre 
de  la  première,  on  mettra  celle-ci  sous  la  forme 

{afy+  -xx'y'  +.xf')  ( x'y  4-7>  — a/)  =o  ,      0 
et  on  la  décomposera  dans  les  deux  équations 

a:'>'+  aa:'/  4-^'=  o  ,  (4) 

^y  +yx  —  %t  =  o. .  (5) 

L'équation  (4)  équivaut  à 
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^  =  o  ,  d OÙ  xjr=iat+b,  (6) 

i^b  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

Ces  deux  constantes  ne  sont  pas  indépendantes  l'une 
kFautre;  car  les  deux  équations  (i),  (a)  doivent  s'ac- 
:x)rder  lorsqu'on  en  chasse^,/'  au  moyen  de  Téquation 
[6);  et  l'on  trouve  que,  pour  rendre  ces  deux  équations 

identiques,  il  faut  poser  b-==. — — ;  au  moyen  de  quoi 
l'intégrale  (6)  devient 

ary=a<  — j.  (7) 

Chacune  des  équations  (r)  et  (2)  donne  ensuite 

adt       dx 

l'où,  en  intégrant  et  en  désignant  par  c  une  constante 

arbitraire, 

xH-=zc{^~a)  .  (8) 

En  conséquence,  le  système  des  équations  (7)  et  (8) 
lonne  les  intégrales  complètes  des  deux  équations  pro- 
)osées  (i)  et  (2). 

On  peut  substituer  à  l'équation  (8)  une  autre  équa- 
ion  plus  simple;  car  on  en  tire 

xt  =:  âc  • ac  •  -  > 

X  X 

ïQdis  que  l'équation  (7)  donne 

t       a*     1  . 

lonc,  si  l'on  désigne  par  a^  une  nouvelle  constante  ar- 
bitraire, telle  que  aa^=zl^c^  l'équation  (8)  pourra  être 
empUcée  par 

xtz=ia^  .  (9) 

Maintenant,  si  l'on  emploie  le  second  facteur  de  l'équa- 
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tion  (3),  et  qu'on  élimine  x\y  entre  l'équation  (5)  et 
les  deux  proposées,  il  viendra 

07=  r,  (lo) 

intégrale  singulière,  puisqu'elle  ne  contient  pas  de  cons- 
tante arbitraire,  et  qu'elle  ne  peut  pas  rentrer  dans  l'iii- 
tégrale  (7),  par  une  détermination  convenable  de  la 
constante  a.  D'ailleurs  la  dérivée  de  l'intégrale  (^)  par 
rapport  à  a  donne  a=a^,  et  cette  valeur  reportée  dans 
l'équation  (7)  fait  retomber  sur  l'iutégrale  singulière 
(10),  conformément  à  la  théorie  exposée  dans  le  n*  pré- 
cédent. 

Au  moyen  des  valeurs  de  ^,^',  tirées  de  l'équation 
(ro),  les  proposées  se  changent  l'une  et  l'autre  en 
X — %x*t=o^  d'où,  eu  intégrant  et  en  désignant  par  c 
une  constante  arbitraire, 

x'^z.fgJt .  (n) 

D'ailleurs  il  est  aisé  de  voir  que  le  système  des  équations 
(io),(i  i)  devient  identique  avec  celui  des  équations  (9)9 
(10),  quand  on  pose  a=a,. 

511.  Si  l'on  excepte  les  .équations  différentielles  li- 
néaires dans  lesquelles  les  fonctions  de  la  variable  indé^ 
pendante  et  leurs  dérivées  sont  multipliées  par  des 
nombres  constants ,  il  est  bien  rare  que  des  équations 
différentielles  simultanées  puissent  s'intégrer  autrement 
que  par  approximation.  Dans  certains  cas,  et  notam- 
ment dans  les  problèmes  relatifs  aux  mouvements  des 
corps  célestes,  on  a  donné  à  l'approximation  une  forn)^ 
trop  remarquable  pour  que  nous  ne  l'indiquions  p^ 
brièvement. 

Afin  de  fixer  les  idées,  soient 

f[t\x,x\x" \y,y\y\  ....)  =  o  , 
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deux  équations  entre  le  temps  t  et  les  coordonnées  ûCyj" 
d'un  point  mobile  sur  un  plan.  Admettons  de  plus  que 
l'on  ait 

/=f  +  «Pi    /i=fi  +  «pi>  (à) 

^fyfn  ?x  désignant  d'autres  fonctions  des  mêmes  varia- 
bles et  de  leurs  dérivées,  et  s  un  nombre  très-petit  :  de 
sorte  que,  si  l'on  supposait  ce  facteur  6  tout  à  fait  nul , 
\e&  équations  du  problème  se  réduiraient  à 

f=:.o,    fj  =  o  .  (Ao) 

Supposons  enfin  que  le  système  formé  de  ces  dernières 
équations  puisse  s'intégrer,  et  qu'il  ait  pour  intégrales 
goiérales 

(i^h^Cy  etc. y  désignant  les  constantes  arbitraires  amenées 
par  l'intégration.  SI  Ton  élimine  t  entre  ces  deux  équa- 
tions, on  aura 

K,^{xjjr;a,b,c,  ....)=o  (j) 

pour  l'équation  de  la  courbe  que  le  point  mobile  dëeri- 
lait  sur  le  plan  xj^,  dans  le  cas  où  l'on  pourrait  supposer 
uni  le  fecteur  e. 

Maintenant  il  sera  permis  de  représenter  encore  par 
ks  équations  (i)  les  intégrales  générales  des  équations 
(à\  dans  lesquelles  on  ne  suppose  plus  nul  le  fisicteur  s, 
pourvu  que  dans  les  fonctions  F,  F,  on  regarde  les  para- 
^^bteg  a,  b^  c^  etc.,  non  plus  comme  des  constantes,  mais 
^mme  des  fonctions  de  la  variable  indépendante  t^ 
I^'il  £iut  déterminer  de  manière  à  satis&ire  aux  équa* 

• 

^c^Os  (A).  D'après  i'Iqrpothèse,  celles-ci  ne  diffèrent  des 
^^^ations  {h^  que  par  la  présence  de  termes  qui  restent 
r^s-petits  :  donc  on  peut  traiter  comme  de  f  rès-petites 

M  entités  les  dérivées  ou  les  fluxions 


A-  . 


•  4 
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Ja   db    de      ^  ,,. 

<{ui  s'évanouiraient  rigoureusement  avec  s.  Ordinaire- 
ment il  y  a  lieu  de  profiter  de  cette  remarque  pour  sim- 
plifier les  équations  qu'il  s'agit  de  traiter,  •  et  qui  le 
trouvisnt  substituées  au  système  à»  équatibos  pro-  ' 
posées. 

Dire  que  les  fluxions  {k)  sont  des  quantités  très-pe- 
tites, c'est  exprimer  en  d'autres  termes  que  les  paramè- 
tres a, b^Cy  etc.,  varient  très-lentement,  oi|  conservent 
pendant  un  long  laps  de  temps  des  valeurs  sensiblepienl 
constantes.  Donc,  si  l'on  observait  à  une  certaine  époqiie 
le  mouvement  du  point  {x^^  on  trouverait  qu'il  décrit 
sensiblement  la  courbe  donnée  par  l'équation  (y),  dam 
laquelle  il  fiiudrait  attribuer  à  a,^,c,  etc.,  de.cèrtainiei 
valeurs  constantes.  Au  bout  d'un  temps  considérable,  ii 
l'on  répéCait  les  mêmes  observations,  on  trouverait  en- 
core que  le  piiobile  décrit  une  courbe  de  même  espèisèy 
mais  pour  laquelle  les  paramètres  a,  6,  c,  etc.,  ont  dei 
valeurs  sensiblement  différentes  de  celles  que  leur 
assignaient  les  premières  observations  ;  et  ainsi  de  suite. 

Il  ne  faut  donc  pas  voir  seulement  un  artifice  ingé- 
nieux d'analyse  dans  la  méthode  d'intégration  par  la 
variation  des  constantes  arbitraires^  dont  Lagrange  a 
été  le  promoteur,  et  dont  nous  avons  vu  une  application 
élégante  à  l'intégration  rigoureuse  des  équations  difie- 
rentiellcs  linéaires  t>îi  les  fonctions  et  leurs  dérivées  ne 
sont  multipliées  que  par  des  nombres  constante.  Elle  au- 
rait pu  être  suggérée  par  l'observation  des  phénomènes, 
à  la  représentation  desquels  elle  s'adapte  naturellement 
dans  des  circonstances  comme  celles  qui  viennent  d'être 
définies. 


'^^^^^%/^%/<^^^^  %»^%.%^%i%/%*'^^/%%<%^%  %^  m  mtm^ 


CHAPITRE  VIL 


BE   LA  CONSTRUCTIOir   DES  lÊQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
A  UJfE   SEVLE  VARIABLE  INDÉPEUDAlfTE. 


512.  Nous  avons  discuté  les  cas  principaux  où  l'on 
sait  assigner  la  fonction  qui  satisfait  de  la  manière  la 
plus  générale  à  une  équation  différentielle  donnée ,  ou 
trouver  l'équation  générale  des  courbes  qui  jouissent 
en  tous  leurs  points  de  la  propriété  exprimée  par  l'é- 
quation différentielle.  Nous  avons  indiqué  comment, 
lorsque  l'intégration  n'est  plus  possible  sous  forme  finie, 
on  peut  encore  souvent,  ou  ramener  l'intégration  aux 
quadratures,  ou  développer  l'intégrale  en  séries  conver- 
gentes, ou  quelquefois  même  remplacer  les  séries  par 
des  intégrales  définies,  prises  entre  des  limites  spéciales, 
eit  susceptibles  d'être  évaluées  numériquement,  avec 
une  approximation  illimitée,  pour  chaque  valeur  de  la 
variable  indépendante.  Mais  une  équation  différentielle 
à  laquelle  aucun  de  ces  procédés  d'intégration  n'est  ap- 
plicable, n'en  détermine  pas  moins  la  série  des  valeurs 
numériques  par  lesquelles  la  fonction  doit  passer,  apèrs 
qu'on  a  assigné,  pour  une  certaine  valeur  de  la  variabte 
indépendante,  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction 
et  de  ses  dérivées,  jusqu'à  celle  dont  l'ordre  est  infé- 
rieur d'une  unité  à  Tordre  de  l'équation  proposée.  Il 
peut  même  arriver  que,  par  la  discussion  directe  de 
l'équation  différentielle,  on  découvre  la  marche  et  toutes 
les  propriétés  caractéristiques  de  la  fonction  qu'elle  dé- 
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termine  implicitemeiit,  mieux  qu'on  ne  poumit  le  &ne 
à  l'inspection  de  Tintégrak  gënéraley  donnée  sons  fi»e 
finie,  ou  développée  en  sâies^  on  bien  enfin  eKprimfc 
par  des  intégrales  définies  ou  indéfinies.  Ge$t  œ  que 

M.  Sturra  a  montré  dans  son  beau  mémoire  mr  U-Stf 

,  •        ...  .      •  ■        .... 

cussion  des  fonctions  Y  ^  déterminées  impIiciteQiettt  pir 
I  équation  différentielle  du  second  ordre 

-Ajpi^^&Vbrro,  .    (V)] 

dans  laquelle  6^  d&ignent  des  fonctions  de  la  v»* 
riable  indépendante  x  Q).* 

Cette  équation  comprend  celle  âe  Riocatiy  ou  œlki 
dont  Fintégration  par  les  sériea  et  par  lés  iBt^;nlfls  d^ 
finies  a  fiât  Tobjet  du  chapitre  ni  du  pr^wnt  Jim 
Lorsque  les  fonctions  G,R  se  réduisent  à  des  Gonstantci 
réelles  etpositives,  la  fonction  Y  rq^résente  un  ânns  os 
un  cosinus*  Dans  le  cas  général,  la  marche  de  la  ftoô* 
tion  Y  offine  arec  celle  des  fonctions  sm  et  cas  des  ans- 
logies  très-remarquables,  que  fait  ressortir  la  discussion 
directe  de  Tëquation  (Y),  et  qu'il  fiiut  voir  dans  le  mé- 
moire cité.  Ce  chapitre  doit  porter  sur  des  considératioiis 
beaucoup  plus  élémentaires,  et  indispensables*  [437]  pour 
compléter  la  théorie  de  l'intégration  des  équations  dîffii- 
rentielles. 

513.  Soit 

F(f,r,/)  =  o    ^  (F) 

une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  à  deia 
variables,  qui  devient 

(*)  Voyez  le  Journal  de  matkémaiiqueM'd^  M<  lioavîHe,  tam  F, 
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({uand  on  la  résout  par  rapport  à  y .  Pour  chaque  sys* 
tème  de  valeurs  de  x  et  de  y^  cette  équation  détermine 
le  rapport  de  la  variation  infiniment  petite  de  /  à  la 
variation  infiniment  petite  de  x  :  elle  détermine  donc 
implicitement  la  différence  finie  des  valeurs  de  /,  cor- 
respondantes à  deux  valeurs  de  x  séparées  par  un  in- 
tervalle fini^  lorsque  dans  Tintervalle  cl)r  ne  cesse  pas 
d'être  une  quantité  infiniment  petite,  ou  lorsque  la 
fonctionj^  n'éprouve  pas  de  solution  de  continuité  du 
premier  ordre;  ce  qui  a  lieu  quand  la  fonction  y  reste 
finie,  et  même  dans  certains  cas ,  quoique  la  fonction^ 
passe  par  Hnfini. 

Désignons  par  Xq^'K.  deux  valeurs  de  x  séparées  par 
un  intervalle  fini;  posons  /lAx  =  X — Xq,  n  désignant  un 
nombre  assez  grand  pour  que  la  quantité  A:r  puisse  être 
considérée  comme  une  quantité  très-petite  du  premier 
ordre  [45];  faisons 
j?,=jro  +  Aj;,  x^  =^o  +  ^^ ,  ^3  =  ^o  +  3Ax  ,  etc.  , 

et  désignons  par/o,^»»^»»  etc.;yo^X> /'«^  «t^-»  *es 
valeurs  dej^y  qui  répondent  respectivement  aux  va- 
leurs de  a;  désignées  par  Xq,  x^^  x^,  etc.  Si  l'on  se  donne 
arbitrairement  la  valeur ^o,  on  peut,  avec  Téquation  (/*), 
calculer  approximativement,  de  proche  en  proche,  la 
série  des  valeurs  de  la  fonction  jr  entre  les  limites 
x:=zx^^  a;  =  X.  En  effet,  cette  équation  donne 

et  Ton  a,  en  négligeant  une  quantité  très-petite  du 
second  ordre,, 

Parla  substitution  de  cette  valeur  de^,  dans  l'équation 
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oo  obtient  la  valeur  .de  y,,  afiiBctée  d'une  enear  qai  m 
peut  être  non  plus^  en  général^  qu'une  quantité  du  woond 
ordre;car,en  général^  la  variation  de  la  fenction/eit  oae 
quantité  de  même  ordre  que  les  variations  des  quantité 
x,jr  dont  elle  dépend.  On  aura  donc,  aux  quantités  pris 
du  second  ordre, 

r«=r.+r'«  A*=ro+/(*o,  r.) .  a*  +./(«.,  r.)  ^  A* , 

et  ainsi  de  suite.  Gomme  n  est,  par  hypothèse^  un  tièi- 
grand  nombre  ^  ou  -  une  quantité  de  Tordre  de  Ai, 

Terreur  qui  se  commet,  à  chaque  valeur  de  jr  que  Toi 
détarmine,  étant  répétée  n  fois,  peut  amener,  sur  la  va- 
leur trouvée;  pour  T  qui  correspond  à  X,  une  erreur 
éçale  à  une  quantité  très-petite  du  premier  ordre, 
ou  de  Tordre  de  Ax^  et  qui  sera  négligeable  si  Ton  a 
pris  pour  àx  une  quantité  suffisamment  petite. 
Ce  raisonnement  tombe  en  dé&ut  lorsque  les  dérivéèi 

dx         '""^ 

sont  susceptibles  de  devenir  infinies,  pour  des  valeurs 
de  X  et  de  /  qui  tombent  respectivement  entre  x^  et  X, 
j-Q  eX.Y\  car  alors  une  variation  très-petite  du  second 
ordre,  attribuée  à  ^  ou  à^,  peut  faire  varier  la  fonction 
y* de  quantités  du  premier  ordre:  mais,  dans  ce  cas 
même,  si  la  fonction /ne  devient  pas  infinie,  on  conçoit 
que  la  fonction^  passe,  en  vertu  de  Téquation  (/*),  cpii 
eu  règle  les  variations  infinitésimales,  par  une  succession 
de  valeurs  déterminées  ;  bien  que  la  méthode  d'approû* 
mation  ne  soit  plus  propre  à  donner,  avec  une  préci- 
sion suffisante,  une  série  de  valeurs  séparées  par  des 
intervalles  finis  ('). 

(*)  On  n*a  guère  occasion  de  pratiquer  le  ctlcul  d'appraiiMh 
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Oo  remarquera  que  le  calcul  arithmétique  qui  vient 
d'être  indique  y  équivaut  à  construire  la  courbe  dont 
l'ordonnée  est  la  fonction  y  ^  en  substituant  à  cette 
courbe  un  polygone  qui  s'en  rapproche  d'autant  plus 
que  la  ligne  Ax  a  été  choisie  plus  petite,  et  en  se  don- 
nant en  outre  un  point  par  lequel  la  courbe  doit 
passer,  et  qui  est  un  des  sommets  du  polygone  construit. 

514.  Quand  la  valeur  de/',  donnée  par  l'équation  y, 
passe  par  l'infini ,  on  peut  renverser  cette  équation  et 
écrire 


X 


en  prenant^  pour  variable  indépendante.  Si  la  fonc- 
tion^ doit  devenir  infinie  en  même  tenips  que^',  l'équa- 
tion différentielle,  mise  sous  cette  dernière  forme,  pourra 
servir  à  prolonger  tant  qu'on  le  voudra  la  branche  de 
courbe  m^{fig.  loa),  sur  laquelle  ou  a  pris  le  point 
m^  pour  point  initial ,  et  qui  est  située  en  deçà  de  l'a- 
symptote PN,  parallèle  à  l'axe  des  j^.  On  ne  pourra  con- 
tinuer la  construction  de  la  courbe,  de  l'autre  côté  de 
PN,  qu'en  se  donnant  arbitrairement  un   autre  point 
initial  m'^j  par  lequel  la  branche  m'(/i'  sera  assujettie 
à  passer*  Rien  ne  s'oppose  à  ce  qu'on  choisisse  pour 
m'o  conune  pour  uIq  un  point  quelconque,  sous  la  seule 
condition  que  les  valeurs  de  ses  coordonnées  ne  rendent 
pas  imaginaires  les  valeurs  correspondantes  de^  données 
par  l'équation  (/*). 

tion  indiqué  dans  ce  numéro,  et  par  conséquent  de  désirer  une 
expression  rigoureuse  des  limites  de  Terreur  commise.  Cette  ex- 
pression a  été  donnée  par  M.  Cauchy.  On  peut  consulter  là-dessus 
les  ouvrages  de  cet  habile  analyste,  et  un  mémoire  de  M.  Binet , 
inséré  dans  le  Journal  de  math.,  de  M.  LiouviUe,  tom.  II ,  pag.  229. 

T.   II.  nn 
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Quand  on  peut  exprimer  analytiquement  Tintégrale 
de  l'équation  (/'),  la  branche  mji^  qui  doit  être  associée 
à  rriçp,^  se  détermine  ordinairement  par  la  condition  que 
la  constante  arbitraire  ne  change  pas  de  valeur  dans  le 
passage  d'une  branche  à  l'autre;  mais  cette  condition 
déterminante  disparaît,  lorsque  l'équation  différentielle 
n'a  pas  d'intégrale  susceptible  de  s'exprimer  avec  les 
signes  de  l'analyse. 

Ija  différence  de  deux  valeurs  de  j^  entre  lesquelles 
a  lieu  le  passage  de  la  fonction  y  par  l'infini ,  ne  peut 
plus  exprimer  la  somme  des  accroissements  infiniment 
petits  que  la  fonction  a  reçus  dans  l'intervalle;  et  la 
dénomination  ^intégrale  ne  s'appliquerait  plus  qu'im- 
proprement à  l'équation  en  x^y  qui  satisfait  à  l'équation 
différentielle  proposée,  si  l'on  avait  en  vue  la  compa- 
raison de  ces  valeurs.  Soient  pourtant  x^^  les  valeurs 
de.r  entre  lesquelles  tombe  celle  qui  rend  y  infini,  et 
}  oiY  les  valeurs  correspondantes  de^  :  si  l'on  fait  passer 
r  de  la  valeur  Xq  à  la  valeur  X  par  une  succession  de 
valeurs  imaginaires  qui  ne  donnent  point  à^  des  valeurs 
infinies,  la  différence  Y — y^  exprimera  de  nouveau  la 
somme  des  accroissements  infiniment  petits,  réels   ou 
imaginaires,  reçus   successivement  par  la   fonction/, 
dans  le  passage  d'une  valeur  à  l'autre  [Sai].  La  somme 
(les  parties  imaginaires  de  ces  accroissements  devra  être 
nulle,  puisque,  par  hypothèse,  les  valeurs ^o,Y,  et  par 
conséquent  leur  différence  Y — -j^^  sont    des    quantités 
réelles. 

515.  Il  y  a  lieu   de  soumettre  à  une  discussion  spé- 
ciale le  cas  où  l'équation  différentielle  serait  de  la  forme 

lui  (  (fel ,  soit  ;',i  une  valeur  de  )'  qui  fait  évanouir  <p  r: 
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i  la  valeur  de  la  fonction^' croît  ou  décroît  sans  discon- 
inuité,  de  la  valeur  initiale  ^o  à  la  valeur  j^n?  au  mo- 
nent  où/  aura  atteint  cette  valeur  j^^,  celle  de^'  sera 
nulle;  la  valeur  consécutive 

se  réduira  donc  à/»;  de  sorte  que  ^'„+,  sera  encore 
une  quantité  nulle,  et  ainsi  indéfiniment.  Par  conséquent 
la  valeur  de  la  fonction ,  après  avoir  été  une  quantité 
variable  de^^  ^JKny  deviendra  tout  à  coup  une  quantité 
constante. 

Il  faut  bien  considérer  que  la  remarque  faite  ici  ne 
porte  pas  seulement  sur  la  construction  arithmétique  ou 
graphique  au  moyen  de  laquelle  les  valeurs  consécutives 
d'une  fonction  se  trouvent  déterminées  avec  une  approxi- 
mation illimitée,  en  vertu  de  l'équation  différentielle 
qui  exprime  la  loi  de  ses  variations  infinitésimales,  lors 
même  (fie  cette  équation  ne  comporterait  pas  d'inté- 
grale exprimable  analytiquement.  La  remarque  porte 
avant  tout  sur  la  génération  même  de  la  fonction,  toutes 
les  fois  qu'elle  passe  effectivement  et  dans  le  sens  propre 
par  une  succession  de  valeurs;  ce  qui  suppose  que  la 
variable  indépendante  x  désigne  le  temps  ou  une  quan> 
tité  qui  croît  avec  le  temps. 

516.  Il  s'agit  de  savoir  dans  quelles  circonstances  la 
fonction  j-  peut  atteindre  la  valeur  qui  fait  évanouir  ç/, 
en  partant  d'une  valeur  initiale  différente.  Pour  cela  , 
considérons  d'abord  le  cas  où  la  fonction  ^  (.^,JK)  se 
réduirait  à  une  constante  c,  et  où  la  fonction  ©/  serait 
de  la  forme  mj'-^-n,  m  et  n  désignant  des  nombres 
constants.  L'équation 

y  =zc  { my  -^  n) 

22. 
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a  pour  intégrale 

x^jj'o  désignant  les  valeurs  initiales  des  deux  variables. 
La  quantité  rn/o-]-^  est  par  hypothèse  différente  de 
zéro  :  il  résulte  donc  de  la  forme  de  l'intégrale ,  que  la 
quantité  mj^-^n  ne  peut  devenir  nulle  pour  aucune  va- 
leur finie  de  x;  que  seulement  elle  converge  vers  zéro 
quand  la  quantité  mc(x — x^\  supposée  négative, prend 
des  valeurs  numériques  de  plus  en  plus  grandes. 

Passons  au  cas  général ,  et  admettons  seulement  que 
la  fonction  (f^  ne  devienne  pas  infinie  pour  la  valeur 
de/  qui  annule  (fj'.  Soit  ti  cette  valeur  :  si  la  fonction 
jr,  en  partant  d'une  valeur  plus  petite  ou  plus  grande, 
peut  croître  ou  décroître  jusqu'au  point  d'atteindre  la 
valeur  tq,  il  sera  permis  de  prendre  pour  /^  une  valeur 
infiniment  peu  différente  de  tq  ,  et  alors  ç/  différera  in- 
finiment peu  de  (/ — 7i)  ç'y).  Admettons,  pour  fixer  les 
idées ,  qu'on  ait  /^  >  v) ,  ç'y)  >  o  :  d/  ne  pourra  pas  de- 
venir négatif  pour  des  valeurs  positives  de  d.x,  et  par 
conséquent  j^'  ne  pourra  point  passer  de  la  valeur  /o  à 
la  valeur  vi,  si  la  fonction  ^  (^,J^)  ne  prend  dans  Tin- 
tervalle   des  valeurs  négatives.  On   exclut  d'ailleurs  le 
cas   où  cette  fonction  passerait  par  l'infini    ou  devien- 
drait indéterminée.  Soit  donc  — c  la  plus  grande  nu- 
mériquement  des    valeurs    négatives  que   la    fonction 
^  C^^^)  pï'end  dans  l'intervalle  :  on  vient  de  voir,  d'a- 
près la   forme  de   l'intégrale  que   comporte   l'équation 

dj= — c  [j — 7i).  cpTi  dx^  (a) 

que  la  différence  j — vi  ne  peut  devenir  nulle  pour 
aucune  valeur  finie  de  .r  ;  à  plus  forte  raison  il  est  im- 
possible, quand  la  fonction  j-  doit  satisfaire  à  l'équation 
différentielle 


j 
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djr=^{x,jr).  [X—n  )  .  cp'Yiflfe  ,  (3) 

^ue  la  différence  / — vi  s'évanouisse  pour  aucune  valeur 
Snie  de  x;  puisque,  par  hypothèse,  la  fonction  ^  (^,^), 
Bo  la  supposant  même  constamment  négative,  n'attein- 
drait jamais  une  valeur  numérique  égale  à  c^  et  qu'ainsi 
yr  décroît  moins  rapidement  en  vertu  de  l'équation  (3) 
qu'en  vertu  de  l'équation  (2). 

Si  l'on  supposait^^  <7i,  ou  (p'n  <o,  on  démontre- 
rait par  un  raisonnement  semblable^  que  y  ne  peut  de- 
Arenir  égal  à  71  pour  aucune  valeur  finie  de  a:. 

Il  ne  reste  donc  plus  que  l'hypothèse  où  le  coefficient 
ff'-n  devient  infini;  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  si 
Tou  supposait 

97=(r— ^)*i 

k  désignant  un  nombre  compris  entre  o  et  i,  ou  bien 
encore 

et  alors  l'équation  ^=7)  est  une  intégrale  singulière  de 
l'équation  (1). 

517.  Nous  avons  admis  que  l'équation  (F),  résolue 
par  rapport  à  y  y  ne  donnait  pour  y  qu'une  seule  va- 
leur réelle  /(.r,j^).  Évidemment  dans  ce  cas  il  n'y  a  pas 
d'intersection  entre  les  lignes ,  en  nombre  infini ,  que 
l'on  peut  construire  en  vertu  de  l'équation  (F),  en  se 
donnant  arbitrairement  un  point  de  chaque  ligne;  puis- 
que, si  elles  se  coupaient,^'  aurait,  contre  l'hypothèse, 
plusieurs  valeurs  correspondantes  aux  coordonnées  x,j' 
des  points  de  rencontre.  Ce  principe  ne  souffre  d'ex- 
ception que  si  la  valeur  de  y'  devient  indéterminée  pour 
certaines  valeurs  de  Xyj-,  Par  exemple,  l'équation  diffé- 
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ri»ntielle^='^  appartient  à  une  infinité  de  lignes  droites 

(|ui  se  coupent  toutes  à  l'origine  des  coordonnées,  point 
pour  lequel   la  valeur  de  y  se  présente  sous  la  forme 

Ijorsque  l'équation  (F)  donne  à  j  plusieurs  valeurs 
distinctes  y-==i{^{x;y)^y-===ii^(Xyf)^  etc.,  chacune  de 
ces  équations,  prise  séparément,  peut  se  construire 
comme  l'équation  (y*),  et  doune  naissance  à  un  système 
formé  d'une  infinité  de  courbes  ou  de  branches  de 
courbes ,  particularisées  par  le  choix  du  point  initial. 

Ainsi  l'équation 

j 'j7* — ly'x  (/  — ^  )  +  j*  +  ^*  =  o  (û) 

équivaut  aux  deux  suivantes 

X 
X 

dont  chacune  peut  être  séparément  construite. 

Dans  cet  exemple ,  y  prend  une  valeur  imaginaire^ 
toutes  les  fois  que  les  variables  x^y  satisfont  à  l'inéga- 
lité 

p[p  —  2j) — x^  <  o  . 
La  courbe 

p{p  —  'iy)  —  oc^=^o  [b] 

limite  donc  sur  le  plan  xjr  la  région  dans  laquelle  peu- 
vent s'étendre  les  courbes  caractérisées  par  l'équation 
[a).  Les  deux  valeurs  de  jr'  deviennent  égales  pour  les 
points  situes  sur  la  courbe  {b)  ;  c'est-à-dire  qu'elle  est 
le  lieu  des  points  où  se  raccordent  deux  h  deux  les  bran- 
ches de  courbes  caractérisées  respectivement  par  les 
équations  {(i,)^[a.^.  Or  ce  raccordement  peut  avoir  lieu 
(le  deux  manières  différentes. 


CONSTRUCTION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES.    343 

En  générai ,  la  tangente  commune  aux  deux  branches 
de  courbes  (âr,),(«,),  pour  les  points  situés  sur  la  courbe 
(é),  diffère  de  la  tangente  à  la  courbe  {b)  en  ces  mêmes 
points.  C'est  ce  qui  arrive  notamment  dans  l'exemple 
que  nous  avons  choisi.  La  valeur  de  j  tirée  des  équa- 
tions (a,),  (<2a),  se  réduit  pour  les  points  situés  sur  la 
courbe  {b)  à 

y  —     ^     ^ 

X 

tandis  que  la  difFérentiation  de  l'équation  (b)  donne 

dy X  , 

dx  p 

et  pour  que  cette  valeur  de  -^  fût  égale  à  celle  précé- 
demment trouvée  pour^',  il  faudrait  qu'on  eût 

•?^  =  _^,      ou   p{p—y)— 00^=0, 

relation  inconciliable  avec  l'équation  (i),  excepté  quand 

En  pareil  cas,  les  branches  («,), (a,)  se  raccordent  sur 
la  courbe  (è)  en  formant  un  rebroussement;  et  cette 
courbe  limite  est  le  lieu  de  tous  les  points  de  rebrousse- 
ment des  courbes  auxquelles  appartient  l'équation  diffé- 
rentielle {a). 

518.  Mais  si  l'on  a  l'équation 

y^x*  —  2.yx  (iiy—p)  +  2/  {^y—p)  4-  or»  =  o  ,      (a) 
laquelle  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

iy—p+  V^p{p—ir)-x^  ^  ^^  ,j 


f= 


il  arrive  que  la  tangente  commune  aux  branches  (a,),  («,), 
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aux  points  de  raccordement  de  ces  branches  situés  sur 
la  courbe  (6),  se  confond  avec  la  tangente  à  cette  der- 
nière courbe,  qui  devient  ainsi  l'enveloppe  de  toutes 
les  courbes  caractérisées  par  le  système  des  équations 
(a,), (a,).  En  effet,  l'équation  qui  jétablit  cette  coïnci- 
dence, savoir, 

ij  — p X 

X  p 

est  identique  avec  l'équation  (è). 

Ce  résultat  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  vu  [i64]  •  ^^' 
quation  (a)  est  celle  qui  s'obtient  quand  on  élimine  la 
constante  a  entre  l'équation 

I  +  a»  , . 

X  =  ax  +  ——a^  y  [e) 

et  sa  dérivée  immédiate.  L'enveloppe  de  toutes  les  pa- 
raboles caractérisées  par  l'équation  (a),  ou  par  l'équa- 
tion (c)  qui  en  est  l'intégrale  générale,  est  précisément 
la  parabole  [b). 

De  sorte  que  le  point  de  contact  de  chaque  enve- 
loppée avec  l'enveloppe  divise  l'enveloppée  en  deux  arcs 
paraboliques ,  sur  l'un  desquels  la  valeur  de  ^  est  don- 
née par  l'équation  (a,),  tandis  que  sur  l'autre  elle  est 
donnée  par  l'équation  (a^). 

5)9.  Ceci  fait  naître  une  autre  difficulté  :  car,  si  x 
désigne  le  temps  ou  une  quantité  croissant  avec  le  temps, 
on  ne  voit  pas  de  raison  pour  que  la  fonction  ^,  dont 
la  loi  de  variation  est  exprimée  par  l'équation  (a),  soit 
représentée,  pour  des  valeurs  de  a:  plus  grandes  que 
l'abscisse  Op  (Jig,  48)  du  point  de  contact  de  l'envelop- 
pée avec  l'enveloppe,  plutôt  par  l'ordonnée  de  l'arc  mn 
appartenant  à  l'enveloppée,  que  par  celle  de  l'arc  /wp. 
appartenant  à  l'enveloppe;  et  cependant  il  est  impos- 
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sible  que  cette  fonction,  partant  d'une  valeur  initiale 
donnée,  ait  à  la  même  époque,  ou  pour  la  même  valeur 
de  a;  y  deux  valeurs  différentes. 

Cette  difficulté  sera  levée  à  l'aide  des  considérations 
suivantes  : 

Désignons  par  u=o  l'équation  de  la  courbe  enve- 
loppe, u  étant  une  fonction  de  a:, ^,  au  moyen  de  la- 
quelle nous  pourrons  chasser^  et  cfy'  de  l'équation  dif- 
férentielle proposée.  Il  faut  que  cette  équation  prenne  la 
forme 

duz=z(fU  .  ^  (tf ,  x)  dx  , 

fu  étant  une  fonction  de  u  qui  s'évanouit  avec  Uy  et 
dont  la  dérivée  ^'ù  devient  infinie  pour  a=o,  du  moins 
lorsque  la  fonction  ^  (w,  x)  ne  devient  point  elle-même 
infinie  ou  indéterminée.  Car,  de  cette  manière,  lorsque 
la  fonction  w,  après  avoir  eu  à  l'origine  une  valeur 
différente  de  zéro,  vient  à  s'évanouir,  ce  qui  arrive  au 
point  de  contact  de  l'enveloppée  et  de  l'enveloppe,  la 
tangente  de  l'enveloppée  est  déterminée  par  l'équation 
^  =o,  et  se  confond  avec  celle  de  l'enveloppe ,  comme 
cela  doit  être. 

Il  en  résulte  [5i 5]  que  la  fonction  w,  ayant  une  fois 
atteint  la  valeur  zéro,  conserve  indéfiniment  cette  va- 
leur pour  des  valeurs  croissantes  du  temps  ou  de  la  va- 
riable X  :  de  sorte  que  la  fonction^,  représentée  dans 
une  première  partie  de  son  cours  par  l'ordonnée  de 
l'enveloppée,  est  représentée  ultérieurement  par  l'or- 
donnée de  l'enveloppe. 

Pour  appliquer  ceci  à  notre  exemple,  si  l'on  pose 

les  équations  (a,),  (a.)  deviendront 
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du  =  V^û  .  ,    rfttzzz  \/û  . 


X  X 

520.  Nous  retombons  de  cette  manière  sur  la  théorie 
des  intégrales  singulières  exposée  dans  le  chapitre  lY 
du  présent  livre.  On  voit  pourquoi  nous  leur  avons 
conservé  le  nom  ^intégrales  que  quelques  auteurs  leur 
refusent  à  tort  :  c'est  qu'en  effet ,  quand  le  temps  joue 
explicitement  ou  implicitement  le  rôle  de  variable  indé- 
pendante y  le  problème  de  l'intégration  proprement  dite, 
qui  consiste  à  assigner  la  somme  des  accroissements 
infiniment  petits  de  la  fonction  dans  un  intervalle  de 
temps  donné ,  est  résolu  successivetnent  au  moyen  d'une 
intégrale  particulière  et  au  moyen  de  l'intégrale  singu- 
lière; de  sorte  que  la  solution  n'est  complète  que  quand 
on  joint  l'intégrale  singulière  au  système  des  intégrales 
particulières  ou  à  l'intégrale  générale. 

Cette  propriété  de  l'intégrale  singulière  lui  appartient 
en  raison  de  ce  qu'elle  représente  la  ligne  enveloppe  de 
toutes  les  lignes  données  par  les  intégrales  particulières. 
En  conséquence,  lors  même  que  l'équation  de  la  ligne 
enveloppe  pourrait  se  tirer  de  l'intégrale  générale  par 
une  détermination  convenable  de  la  constante  arbitraire 
(auquel  cas  elle  ne  serait  plus  une  intégrale  singulière 
dans  le  sens  purement  abstrait  que  les  analystes  sont 
convenus  d'attacher  à  cette  expression),  elle  n'en  méri- 
terait pas  moins  la  qualification  d'intégrale  singulière^ 
en  ce  sens  qu'il  faudrait  la  joindre  à  chacune  des  autres 
intégrales  particulières ,  pour  compléter  la  solution  du 
problème  d'intégration,  lorsque  la  variable  indépen- 
dante est  le  temps  ou  une  quantité  croissant  avec  le 
temps. 

Par  exemple,  l'équation  différentielle 
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a  pour  intégrale  générale  l'équation 

y*  +  x^  —  nay  z=  o  , 

<iui  représente  une  infinité  de  cercles  ayant  leurs  centres 
sur  Taxe  des^,  et  touchant  tous  l'axe  des  x  à  l'origine 
des  coordonnées.  L'équation  /z=o ,  qui  satisfait  à  la 
proposée,  n'est  qu'une  intégrale  particulière,  en  ce 
sens  qu'elle  se  tire  de  l'intégrale  générale  quand  on  y 
fait  a  =  00  :  mais,  si  la  variable x  représente  le  temps, 
et  que ,  pour  une  valeur  négative  de  a:  on  donne  à  / 
une  valeur  positive,  assujettie  seulement  à  la  condition 
d'être  numériquement  plus  petite  que  j; ,  la  fonction 
/  s'annulera  en  même  temps  que  œ,  et  restera  ensuite 
constamment  nulle  pour  toutes  les  valeurs  positives 
de  X.  Il  faut  donc  associer  réquation^=o  à  chacune 
des  autres  intégrales  particulières,  pour  en  former  un 
système  qui,  dans  chaque  cas  particulier,  résout  le  pro- 
blème d'intégration; et,  sous  ce  rapport,  réquation/=o 
est  vraiment  une  intégrale  singulière  de  la  proposée. 
Pour  comparer  l'équation  (d)  à  l'équation  (i),  on  po- 
sera 

et  la  fonction  ç^  ne  satisfera  plus  à  la  condition  établie 
[5i6],  pour  que  la  fonction  ^,  partant  d'une  valeur 
initiale  autre  que  zéro,  puisse  devenir  nulle;  mais  cela 
tient  à  ce  que  le  facteur  ^  (■^,/')  devient  infini  pour  le 
système  de  valeurs  .r =0,^=0;  et  ce  cas  était  exclu 
dans  la  démonstration  rapportée  au  n°  cité. 

521.  Passons  aux  équations  du  second  ordre  :  ce  que 
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nous  allons  en  dire  s'appliquera  facilement  aux  équations 
d'un  ordre  quelconque. 
Soit 

une  équation  du  second  ordre,  résolue  par  rapport  ky"  : 
admettons  que,  pour  une  valeur  x^  de  la  variable  indé- 
pendante ^  on  se  soit  donné  arbitrairement  les  valeurs 
correspondantes  j'oî y©;  il  viendra 

et  si  l'on  pose  a:,zzzu;o-f-^>  ^  désignant  une  quantité 
très-petite  du  premier  ordre,  on  aura,  aux  quantités  près 
du  second  ordre, 

puis 

et  ainsi  de  suite;  en  sorte  que  la  série  de  valeurs  par 
lesquelles  passe  chacune  des  fonctions  ^,^,  peut  être 
calculée  arithmétiquement  avec  une  approximation  in- 
définie. 

Si  l'équation  (e)  est  de  la  forme 

et  quej^'  atteigne  une  valeur  vi'  qui  fait  évanouir  ç/, 
y^  s'évanouira,  et  par  suite^'  conservera,  à  partir  de  cette 
époque,  une  valeur  constante.  La  proposée  aura  pour 
intégrale  première  singulière  jk'=*/)';  et  l'intégrale  de 
celle-ci, jK=:y)'x-[-c,  satisfera  à  la  proposée,  mais  sans  en 
être  l'intégrale  générale,  puisqu'elle  ne  renfermera  que 
la  constante  arbitraire  c. 

Si  la  proposée  se  met  sous  la  forme 

/'i=<pj.^(.r,j,/)=:;o, 
et  que  j'  atteigne  une  valeur  y;  qui  fait  évanouir  ^j^  f 
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s^évanouira;  mais  comme  eu  même  temps  j^-'  a  une  va- 
leur en  général  différente  de  zéro,  ^  et^''  prendront 
aussi,  dans  l'instant  suivant,  des  valeurs  différentes  de 
zéro.  Par  conséquent  l'équation  /^=yi,  qui  est  une  inté- 
grale singulière  de  la  proposée,  sans  constante  arbitraire, 
ne  représentera  point,  à  aucune  époque,  la  suite  des  va- 
leurs par  lesquelles  doit  passer  la  fonction  ^,  lorsque  la 
variable  indépendante  x  désigne  le  temps  ou  une  quan- 
tité croissant  avec  le  temps,  à  moins  toutefois  que ^'  ne 
sevanouisse  en  même  temps  que  ^y. 

On  pourrait  donner  plus  de  généralité  à  ces  remar- 
ques ,  comme  nous  l'avons  fait  pour  les  équations  du 
premier  ordre;  mais  il  suffit  que  ce  sujet  soit  indiqué. 

522.  G>nsidérons  encore  le  système  des  équations 
simultanées  [5io] 

{afy  +y^y  — '  Stx'y  =3  o ,  xf  —  t  {xy'  —  xy)  =z  o  ; 
et  posons  xy — t^=Uy  ce  qui  les  changera  en 

a/*-j- 411  =  0,  2if(wH-^')^'=(r'-f-  u't — u)x. 
Lorsque  t^x^y  auront  atteint  des  valeurs  qui  annulent 
la  fonction  w,  vl  s'évanouira,  et  par  suite  la  fonction  u 
restera  constamment  nulle  :  on  aura  pour  déterminer  x 
l'équation  ate'=u:,  d'où  x'^z=za^t.  Les  intégrales  géné- 
rales des  équations  proposées  sont 


a' 


ay=«^  — — ,    xiziz.a^'. 
Supposons,  afin  de  fixer  les  idées ,  «  >  o  :  ce  système  re- 
présentera les  valeurs  de  x^jr  pour  les  valeurs  de  ^<  -  ; 

mais,  pour  t  >  -,  les  valeurs  de  j;,^ seront  données  par 

le  système 

xy  —  i*  =  d  ,     x*  =  aj  , 

qui  représente  l'intégrale  singulière  des  proposées. 
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523.  Si  l'on  a,  entre  les  variables  indépendantes  j:,^, 
et  la  fonction  z  qui  en  dépend,  une  équation  de  la 
forme 

l'intégration  de  cette  équation  se  ramène  aux  quadra- 
tures [393],  pourvu  que  les  fonctions  «p, 'j'  satisfassent  à 
la  condition  d'intégrabilité 

d(f d^ 

df       djc 

Si  les  fonctions  cp,ij^  renfermaient  la  variable  z,  ou  si 
l'on  avait  entre  les  variables  x^y^z  et  leurs  différentiel- 
les totales,  l'équation 

^dx-\-  Ydy  +  Zdz  =  o  ,  (1) 

X,Y,Z  désignant  des  fonctions  de  .r,/,i;,  on  ramènerait 
encore  aux  quadratures  l'intégration  de  cette  équation 
[39G],  pourvu  que  les  fonctions  X,  Y,Z  satisfissent  aux 


(^) 
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couditions  d'intégrabilité 

dK_dY^     dyi_dZ     dY_dZ. 

djr       dx       dz        dx      dz        dy 

iît  l'intégrale  aurait  la  forme  F(.t,/j  z)  =  consLy  F  de- 

signant  la  fonction  dont  le  membre  de  l'équation  (i)  est 

la  différentielle  exacte. 

Dans  tous  les  cas ,  en  admettant  qu'il  existe  une  fonc- 
tion z  de  deux  variables  indépendantes  o:,^,  propre  à 
satisfaire  à  l'équation  (i),  et  d'où  l'on  puisse  tirer  la  va- 
leur de  dz  sous  la  forme 

dz  =  pdx  -h  qdy , 
il  faut  qu'on  ait 

dp dq  . 

dy        dx 

mais,  en  vertu  de  l'équation  (i), 

X  Y. 

d'où 

*        Kl)    <l)  4       <l)    <l)  y 

dy  \     dy  dz       dy]  dy  dz       7j 

dx  \    dx  dz      dx  |  dx  dz       Z 

de  sorte  que  l'équation  (2)  donne,  après  les  réduc- 
tions , 
^fdX      dZ\      ^fdZ     dX\^^/d]L      dY\ 

Lorsque  cette  dernière  équation^  qui  exprime  la  con-* 
dition  d'intégrabilité ,  est  satisfaite,  l'intégration  de  le-* 
{uation  (i)  se  ramène  à  celle  des  équations  à  deux  va-^ 
iables.  En  effet,  si  Ton  avait  Tintégrale  de  l'équation 
i),  et  qu'on  la  differentiât  en  y  traitant  z  comme  une 
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constante,  le  résultat  obtenu  devrait  coïncider  avec  l'é- 
quation (i)  après  qu'on  y  a  fait  dz  nul,  c'est-à-dire  avec 

l'équation 

lidx  +  Ydy  =  o.  (4) 

Réciproquement,  si  Ton  désigne  par  \l  le  facteur  qui 
rend  X.dx-^Ydj  une  différentielle  exacte ,  lorsqu'on  y 
regarde  z  comme  une  constante,  et  si  l'on  pose 

/^(Xrf^  +  Yrfr)=F(^,7), 

l'équation  (i)  aura  pour  intégrale 

F(x,7)  =  Z,,  (5) 

Z^  désignant  une  fonction  de  la  seule  variable  z.  Afin 
de  la  déterminer,  remarquons  que  l'on  a 
d¥  -        d¥  ,        dY  ,       dTj.  , 

et  d'autre  part 

—  dx+-j-dx=i\i.{Xdx  +  Ydy)=^ — ^TAz , 
d'où 

Il  faut  donc,  si  Téquation  (3)  est  satisfaite,  que  les 
deux  variables  Xjj  s'en  aillent  à  la  fois  du  second  membre 
de  l'équation  (6),  quand  on  chasse  l'une  d'elles  au  moyen 
de  l'équation  (5j;  ou,  en  d'autres  termes,  il  faut  que  la 
dérivée  de  ce  second  membre,  prise  par  rapport  à. r, 
soit  nulle,  lorsqu'on  y  considère^  comme  une  fonctioii 
de  X  et  de  Z,,  donnée  par  l'équation  (5).  Ainsi,  la 
condition  qu'il  s'agit  de  vérifier,  est  exprimée  par  l'é- 
quation 

dx  dy  dx 
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OU  par 

dxdz     ^dx~   dx      V.^~'*?r~^/Y~'    '    ^"^^ 

dy 
en  remettant  pour  -ri  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (4). 

On  a  d'ailleurs 

rfT  rf.txX_    dK.  ^d[L^ 

dxdz  dz        ^  dz  dz 

d-F  d.jLY  _    rfY  d^. 

djrdz  dz            dz  dz 

et  le  facteur  (t   satisfait  [444]  ^   l'équation  de  con- 
dition 

djr  dx         V.rfr       d^J 

Si  maintenant  on  substitue  dans  l'équation  (7)  les 

valeurs  de 

rf'F     rf'F      d^ 

dxdz  '  dydz  ^  dx  ' 

tirées  des  trois  dernières  équations,  les  quantités 

dik    d\k 

s'en  vont  eu  même  temps,  et  l'on  retombe  sur  l'équation 
(3),  qui  exprime  la  condition  d'intégrabilité. 

524.  Lorsque  cette  équation  n'est  pas  satisfaite,  il 
n'existe  pas  une  fonction  z  de  deux  variables  indépen- 
dantes Xyj^  susceptible  de  vérifier  l'équation  (1);  ce  qui 
revient  à  dire  que  cette  équation  n'exprime  plus  une 
propriété  dont  puissent  jouir  les  coordonnées  x^y^z  d'une 
certaine  surface.  Cependant  l'équation  (i)  n'est  pas  dé- 
pourvue pour  cela  de  toute  signification,  et  rien  n'em- 
pêche qu'elle  exprime,  par  exemple,  une  propriété 
commune  à  une  série  de  courbes,  dont  x^y^z  désigne- 
raient les  coordonnées  courantes  [a63  et  267]  :  seule- 

T.  II.  23 
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ment  il  n'existe  pas  de  surface  qui  soit  le  lieu  géomé- 
trique de  toutes  ces  lignes.  Si  Ton  établit  une  liaison 
arbitraire  entre  ^  et  x^  ce  qui  revient  à  tracer  arbitrai- 
rement la  projection  d'une  de  ces  lignes  sur  le  plan  x/, 
z  devient  fonction  de  la  seule  variable  indépendante  x^ 
et  l'équation  (i),  construite  comme  une  équation  diffé- 
rentielle ordinaire,  détermine  la  projection  de  la  même 
ligne  sur  le  plan  xz^  pourvu  seulement  qu'on  donne  un 
point  par  lequel  cette  projection  doit  passer.  L'intégra- 
tion de  l'équation  (i)  consiste  dans  ce  cas  à  trouver  entre 
les  coordonnées  finies  Xjjr^  z  un  système  d'équations  ren- 
fermant une  fonction  arbitraire,  et  d'où  l'on  puisse  tirer, 
par  une  détermination  convenable  de  la  fonction  arbi- 
traire, toutes  les  lignes  dont  les  coordonnées  jouissent 
de  la  propriété  de  satisfaire  à  l'équation  différentielle 
proposée. 

Or,  la  solution  de  ce  problème  dérive  immédiatement 
de  l'analyse  qui  nous  a  conduit  à  l'intégration  de  l'é- 
quation proposée,  lorsqu'elle  satisfait  à  la  condition  d'io- 
tégrabilité;  car  si,  dans  le  cas  contraire,  au  lieu  de 
déterminer  la  fonction  Z,  qui  entre  dans  l'équation  (5), 

on  pose 

F(^,j)=cpz,  (8) 

<p  désignant  une  fonction  arbitraire,  et  ensuite 

^-j^=<p'z,  (9) 

les  valeurs  de  x^y  en  fonction  de  2,  qui  vérifieront  les 
équations  (8)  et  (9),  vérifieront  aussi  1  équation  proposée, 
dont  l'intégrale  sera  exprimée  en  conséquence  par  le 
système  des  équations  (8)  et  (9),  contenant  la  fonction 
arbitraire  <p  et  sa  dérivée. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'exprimer  que  la  ligne  dont 


i 
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les  coordonuëes  courantes  sont  x^y^  z,  est  déterminée 
par  le  contact  d'une  surface  conique  ayant  son  centre  au 
point  (Xo^J'ojZo)^  et  d'une  surface  de  révolution  autour 
de  Taxe  des  z  :  les  coordonnées  des  points  situés  sur 
cette  ligne  devront  vérifier  à  la  fois  [249  ^^  ^^4]  '^^ 
équations 

z  —  z^=p{a;~Xo)  +  q  (/— /o) ,  (10) 

pr  —  q^  =  o,  (11) 

dz  c=5  pda:  +  qdjr  , 
d'où  l'on  tire,  par  l'élimination  de  p  et  de  q^ 

dz  xdx+  rdy  ,     . 

=  — ; N — "h-^ N-  {^^) 

z—z^       x{x—x^+jr{j—yo)  ^ 

Cette  équation  ne  satisfait  pas  à  la  condition  d'intégra- 

bilité,  tant  que  x^^y^  ne  sont  pas  nuls:  on  a  dans 

ce  cas 

Y[x,y)  =\{x'^+r) ,  z=--^  ; 

au  moyen  de  quoi  les  équations  (8)  et  (9)  deviennent 

L'équation  (i^),  ou  le  système  des  équations  (i3)  qui 
en  est  l'équivalent,  appartiennent  donc  à  toutes  les 
lignes  qui  jouissent  de  la  propriété  géométrique  définie 
ci-dessus. 

On  aurait  pu  modifier  l'énoncé  du  même  problème, 
en  demandant  quelle  est  l'équation  de  la  surface  qui  se 
trouve  comprise  à  la  fois  dans  la  famille  des  surfaces 
coniques  caractérisées  par  l'équation  (lo)  et  dans  celle 
des  surfaces  de  révolution  caractérisées  par  l'équation 
(11).  L'équation  (12)  à  laquelle  on  est  conduit  pour 
exprimer  cette  double  condition,  ne  satisfaisant  pas  à 
la  condition  d'intégrabilité  tant  que  x^yy^  ne  sont  pas 

23. 
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nuls,  il  eu  résulte  que,  dans  le  cas  général,  une  telle  sur- 
face n'existe  pas.  Lorsque  x^^y^  sont  nuls,  Téquation 
(la)  s'intègre  et  donne 

z  —  Zo  =  c  I/o:'  4-7'  9 
c  désignant  la  constante  arbitraire.  Cette  équation  ap- 
partient à  tous  les  cônes  droits  qui  ont  leur  centre  au 
point  de  l'axe  des  z  dont  l'ordonnée  est  Zq\  et  il  est  bien 
évident  qu'en  effet  ces  cônes  droits  satisfont  au  problème 
ainsi  énoncé. 

£n  mettant  Téquation  (ta)  sous  la  forme 
dz  \x{x—x^  +7  (/— /o )  ]  =  ('5— ^o)  [xdx  '\'ydy)  , 
on  voit  qu'elle  est  satisfaite  par  Téquation  z — Zo=o> 
sans  qu'on  ait  besoin  de  supposer  nulles  les  coordonnées 
.ro,^o«  Ainsi  le  plan  mené  par  le  point  {x^^y^^z^^  per- 
pendiculairement à  l'axe  des  z,  est  une  surface  qui  sa- 
tisfait à  l'énoncé  du  problème;  mais  cette  solution  n'est 
que  singulière,  comme  le  montre  bien  la  forme  de  l'é- 
quation ci-dessus,  et  l'on  n'y  trouve  pas  la  constante 
arbitraire  essentielle  à  l'intégrale  complète. 

*  525.  Lorsque  l'équation  proposée  n'est  pas  linéaire 
par  rapport  aux  différentielles  dx^dj^dz^  elle  n'est  sus- 
ceptible de  satisfaire  à  l'équation  (3),  et  d'avoir  en  con- 
séquence pour  intégrale  complète  une  équation  entre 
Xyj'jZ  et  un  paramètre  arbitraire,  qu'autant  qu'elle  peut 
se  décomposer  préalablement  en  facteurs  linéaires.  Ce- 
pendant, parmi  les  équations  non  linéaires  qui  ne  satis- 
font pas  à  cette  condition  préalable  d'intégrabilité,  il  y 
en  a  encore  qui  comportent  une  signification  géométri- 
que, et  qui  sont  susceptibles  de  s'intégrer,  avec  toute  la 
généralité  requise,  moyennant  l'introduction  de  fonc- 
tions arbitraires. 

Ainsi    le  problème   de   la   rectification   des   courbes 
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planes  consiste  9  intégrer  l'équation  différentielle  à  trois 

variables 

ds^  =  da;^  +  dx\  (i4) 

qui  ne  peut  point  se  décomposer  en  focteurs  linéaires, 
ni  comporter  pour  intégrale  une  équation  unique  entre 
x^y^s  et  une  constante  arbitraire,  mais  dont  néanmoins 
l'intégrale  générale  peut  s'écrire  sous  une  forme  plus 
complexe. 

En  effet,  il  est  permis  démettre  l'équation  (14)  sous 
la  forme 

c&*  =  (d^cos  a  —  dy  sin  a)'  +  [dx  sin  a  -l-  <//  cos  a)*, 
a  désignant  un  angle  arbitraire;  et  par  suite  on  peut 
remplacer  cette  équation  par  le  système  de  deux  autres 

ds  ^::  dx  cos  «  — <  ^  sin  a ,    dx  sin  01.  +  ^  cos  a  :;=  o  , 
qui. ont  pour  intégrales 

/  =  a;cosa — /sina-i-p,  ^sin  a+7COSa=Y  »  (*^) 
P,Y  désignant  d'autres  constantes  arbitraires.  Mainte- 
nant que  le  système  (i5)  nous  fournit  une  solution  par- 
ticulière de  l'équation  (i4),  il  s'agit  de  généraliser  cette 
solution  ;  et  pour  cela,  suivant  la  méthode  déjà  appliquée 
dans  le  chapitre  VIII  du  quatrième  livre,  nous  poserons 
d'abord  p=<pa,  y^^^'a»  P"î^  nows^  égalerons  à  zéro  les 
dérivées  des  équations  (i5)  par  rapport  à  a,  considéré 
maintenant  comme  variable.  Ce  calcul  donne 

0  =  —  orsina — 7COsa-f-<p'a,  ^cosa — jsina=ij|'a  , 
d'où  ^a=3p'«,  ^'a=ç"a.  Conséquemment  ou  satisfera  à 
l'équation  (i4)  par  le  système  des  trois  équations 

s  =zx cosa  — y  sin  a 4-  ça  ,. 
arsina4-/cosa  =  <p'a  , 
j:cosa — j^sina=^cp  a, 

dans  lequel  la  fonction  ?  reste  arbitraire,  ou  par  le  sys- 
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tèine  suivant  qui  s'en  déduit, 

j?=  çp'a  .  sin  a  +  (p''a  .  cos  a , 

j  =  cp'a  .  cos  a —  cp"a  .  sin  a  ,  (ifij 

et  d'où  l'on  tire  en  effet 

rfjr  =  (  çp'a  +  ç'"a  )  cos  a  ^a  , 
^/j  =  —  (  <p'a  +  ^'''a)  sin  a  rfa  , 

rff  =  (?'a  +  ?'"a)rf«, 
valeurs  qui  vérifient  bien  évidemment  l'équation  (i4). 
Si  l'on  assigne  la  forme  de  la  fonction  9,  on  aura  l'é- 
quation de  la  courbe  plane  dont  s^Xjjr  désignent  respec- 
tivement l'arc,  l'abscisse  et  l'ordonnée,  en  éliminant  a,  si 
c'est  possible,  entre  les  deux  premières  équations  (i6), 
et  la  valeur  de  l'arc  en  fonction  de  x  ou  de^,  en  élimi- 
nant a  entre  la  troisième  et  la  première  ou  la  seconde 
des  équations  de  ce  groupe.  Si  l'on  donne  au  contraire 
l'équation  de  la  courbe 

on  y  substituera  les  valeurs  précédentes  de  x  et  de^,  ce 
qui  donnera  une  équation  différentielle  du  second  ordre, 
entre  a  et  9a,  dont  l'intégration  complète  doit  amener 
deux  constantes  arbitraires.  Or,  dans  ce  cas,  la  troisième 
équation  (16)  donnerait  aussi  la  valeur  de  s  avec  deux 
constantes  arbitraires;  tandis  que  cette  valeur  ne  com- 
porte essentiellement  qu'une  constante  arbitraire,  en 
raison  du  choix  arbitraire  de  l'origine  des  arcs.  Voici 
comment  cette  difficulté  a  été  levée  par  M.  Poisson, 
d'après  une  remarque  analogue  de  Lagrange  [49^]  • 

Quand  on  différentie  l'équation  (/*)  et  qu'on  y  subs- 
titue pour  dxy  dj  leurs  valeurs  en  fonction  de  a,  il 
vient 

f  -—-  cos  a ^  sin  a  j  (  cp'a  +  cp"'a  )  rfa  =:  o  , 
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équation  qui  se  décompose  en  deux  autres 

i^a  -f-  (fa  =  o ,     •—  cos  a  —  -/■  sm  a  =  O  • 

La  première  s'intègre  immédiatement  et  donne 

ça  -f-  ç"a  =:  eonsL  ; 

mais  cette  solution  ne  satisfait  pas  à  la  question,  puis- 
qu'on en  conclurait  s=const.  La  seconde  équation  ne 
contient  pas  f'^'a,  et  elle  est  du  second  ordre  par  rap- 
port à  ?,  aussi  bien  que  Téquation  (/*).  Si  donc  on  éli- 
mine 9''a  entre  ces  deux  équations  du  second  ordre  y  on 
obtiendra  une  équation  du  premier  ordre ,  qui  sera  une 
intégrale  singulière  de  (f)  :  en  intégrant  de  nouveau , 
on  aura  la  valeur  de  fa,  et  par  suite  celle  de  s  avec  une 
seule  constante  arbitraire. 

*  526.  Le  système  des  équations  (i6)  n*est  pas  le  seul 
qu'on  puisse  poser  comme  équivalent  à  Téquation  (i4)* 
Il  est  clair  que  l'on  satisferait  à  cette  équation  par  le 
système  de  valeurs  particulières 

a?=flj  +  a  ,    7  =  5^^1 — a*  +  p  , 

dans  l'expression  desquelles  a,  a,  ^  désignent  des  cons- 
tantes. Donc  on  satisfera  aussi  à  l'équation  (i4)  par  le 
système  de  formules 

a?z=5<pa4-a,  jr=sl/^i — (<pa)*  +<fa,  (17) 

dans  lesquelles  (p^  ^  désignent  des  fonctions  arbitraires 
de  la  variable  a,  assujetties  à  vérifier  les  équations  déri- 
vées 

o=V«4-i,     0  =  — -^yL^  +  fa.         (18) 

Les  équations  (17)  et  (18)  peuvent  s'écrire  ainsi  qu'il 

suit  : 

:r— a  ,         I 

çpa =0,      çaH —  =  0, 

s  s 
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par  où  l'oQ  voit  que  la  première  s'identifiera  avec  la 
quatrièiq^,  si  l'on  détermine  la  fonction  f  de  manière  à 
satisfaire  à  la  relation 

En  même  temps  la  seconde  équation,  qui  est  la  dérivée 
de  la  première  par  rapport  à  a,  s'identifiem  avec  la  dé- 
rivée de  la  quatrième  ou  avec  la  seconde  dérivée  de  la 
troisième  :  la  fonction  9  se  trouvera  éliminée,  et  l'on 
aura,  pour  satisfaire  à  l'équation  (  i4)>  1^  système  des 
trois  équations 

•a?— a  +  O— tJ/a)fa  =  o,  |  (19) 

à  l'inspection  desquelles  on  reconnaît  que  a,  i];  a  et  «f  dé- 
signent les  coordonnées  parallèles  aux  x  et  aux^,  et  le 
rayon  de  courbure  de  la  ligne  qui  aurait  pour  dévelop- 
pée celle  dont  x^y  sont  les  coordonnées  courantes 
[190  ^^  suw.^  344  ^^  49^]' 

Si  l'équation  (i4)  était  remplacée  par  cette  autre  plus 
générale 

la  même  analyse  donnerait,  au  lieu  des  équations  (19), 
F( /- — ^)=o,    :7-=o,    -^=0. 


CHAPITRE  IL 


DE   l'intégration,    KN   TERMES    FINIS ,    DES  JÉQUATIONS 
AUX   DIFFÉRENCES    PARTIELLES    DU  PREMIER  t>RDRE. 


527.  On  a  vu  [166  e^  suw.]  comment  se  pratique 
rélimination  des  fouettons  arbitraires  entre  une.  équa- 
tion à  plusieurs  variables  indépendantes  et  ses  dérivées; 
et  comment ,  par  cette  élimination,  on  tombe  sur  une 
équation  aux  différences  partielles,  qui  a  autant  de  gé- 
néralité que  l'équation  primitive,  et  dont  cette  équation 
primitive  est  l'intégrale.  Ce  sujet  a  été  repris  avec  plus 
de  détails,  en  vue  des  applications  à  la  théorie  des  sur- 
faces, dans  les  chapitres  VU  et  YIII  du  quatrième  livre. 
Maintenant  il  s'agit  d'exposer  les  procédés  les  plus  gé- 
néraux qu'on  emploie  pour  remonter  d'une  équation 
aux  différences  partielles  à  son  intégrale;  quand  cette 
intégrale  peut  s'exprimer  sous  forme  finie,  ou  en  séries 
convergentes  d'un  nombre  infini  de  termes,  avec  les  si- 
gnes reçus  dans  l'analyse.  D'ailleurs  les  équations  aux 
différences  partielles,  considérées  en  elles-mêmes,  indé- 
pendamment des  accidents  de  forme  qui  fout  qu'elles 
admettent  ou  qu'elles  n'admettent  pas  des  intégrales 
analytiques,  ont  une  signification  et  une  valeur  propres 
qui  doivent  faire  l'objet  d'une  étude  particulière  et  d'une 
discussion  directe  :  c'est  par  cette  discussion  que  nous 
terminerons  le  présent  livre. 
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§   I*'.  De  l'intëgralion  des  équations  linéaires  du  premier  ordre. 

528.  L'intégration  des  équations  aux  différences  par- 
tielles du  premier  ordre,  linéaires  par  rapport  aux  dé- 
rivées partielles  qu'elles  renferment,  a  été  ramenée  par 
Lagrange  à  dépendre  de  l'intégration  d'un  système  d'é- 
quations différentielles  simultanées.  Soient 

l'équation  qu'il  s'agit  d'intégrerj  et 

F(m,  Xy  7,  Zy  ty  etc.)  =  o 

l'intégrale  cherchée  :  u  désignant  une  fonction  des  n  va- 
riables indépendantes  x^y,  Zj  tj  etc.,  et  U,  X,  Y,Z,T,  etc. 
des  fonctions  quelconques  des  /^-{- 1  variables  M,.r ,^,2,^, 
etc.  On  a 

^      €L^         £!!     ^^_      ^     dFdu 
'  dx       du  dx       ^  dy      du  dy       '*  dz       du  dz        *      ' 

en  conséquence,  l'équation  (a)  peut  prendre  la  forme 

^^rfF     ^rfF      --rfF      ^rfF      ^t/F  ,,, 

U-J-4-X-J — hY— +  Z.^  +  T-57  +  etc.=o;  [b] 
du  dx  dy  dz  dt 

et  le  problème  est  ramené  à  déterminer  de  la  manière  la 
plus  générale,  la  fonction  F  qui  satisfait  à  l'équation  (i). 
Concevons  qu'on  ait  intégré,  avec  toute  la  généralité 
requise,  le  système  des  n  équations  différentielles  si- 
multanées, renfermées  dans  l'équation  continue 

du dx dy dz dt .  . 

û— X— y  — Z— T— ^^''••*  W 

on  pourra  mettre  les  intégrales  sous  la  forme 

f  i(^77)V)-  •  .")==«,,     f,(ar,7,z,^,. .  .tt)==a,,. . . 

. . .  \,lx^^z^t<^  ,,,uj = a„ ,  [Uj 

r/„rt„.  .  ,a„  désignant  les  /^  constantes  arbitraires  ame- 
nées par  l'intégration  ;  et  l'on  aura  par  conséquent 
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_^  +  ^^  +  _rf^+_rf,+  _..rf.+  etc.  =  oj 
ou  bien,  en  vertu  des  équations  (c), 

Ainsi  les  n  fonctions  f^  f., . . .  f.  satisfont  à  Téquation  (b) 
et  fournissent  autant  d'intégrales  particulières  de  la  pro- 
posée (a). 

Il  est  facile  de  voir  qu'une  fonction  arbitraire  O  des 
quantités  f^,  f^^.  ..f,  satisfait  pareillement , à  l'équation 
(a)  ;  car  si  l'on  ajoute  les  premiers  membres  des  équa- 
tions (d')^  après  les  avoir  multipliés  respectivement  par 


il  vient 


rff/  df:'-dû' 


TT^     .     V^  Xr^  rwà^  rwyd^  ^ 

U-J-+X-J — HY-^+Z-^+T-j--+-élc.=o. 
du  dx  dy  dz  dt 

Donc  on  a  pour  intégrale  de  la  proposée 

^f.,fa,f3-  •  •f.)=^»       ^^       f«  =?(fof3vf«)l 

0,  9  étant  des  caractéristiques  des  fonctions  arbitraires; 
et  d'ailleurs  on  reconnaît  que  cette  intégrale  a  toute  la 
généralité  requise,  attendu  qu'on  ne  peut  éliminer  qu'un 
signe  de  fonction  arbitraire ,  par  la  combinaison  d'une 
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éqoatioo  arrc  ses  àtriwm  pflvtîeDei  dn  pranicr  oïdic 
529.  Appliquons  oettr  anaJjK  a  Tëquatioii  à  trob  n- 
riables 

X^+Y^  =  Z,    oa    I>+Ty=Z,         (i)  ^ 

et  supposons  en  premier  Ken  que  les  fionctions  X,  Y^Z 
se  réduisent  à  des  nombres  constants  P,  Q^  R  :  les  équa- 
tions (c)  deriennent 

Bi£r — Vdz^=o^    Bdx — Qdz=^o^ 
et  elles  conduisent  aux  intégrales 

RjT  — Ps=a.,    Rr— Q^=^.;  W 

de  sorte  que  la  proposée  (i)  a  pour  intégrale  géaé-  F 

raie 

Rot— Pz=ç(R7— Qs). 

Cette  équation  caractérise  la  Êimille  des  surfiM^es  cylin- 

driquesy  et  les  équations  (a)  sont  celles  des  droites  gé* 

neratrices  [247]. 

Conservons  à  X,  Y  leurs  valeurs  constantes  P,  Q,  et 

posons  Z  =  z:  on  aura  pour  équations  différentielles  à 

intégrer 

Pdjr — Q(Lc=zOj    zdx  —  Péfezzio, 
d'où 

m 

ce  qui  met  rintégrale  de  la  proposée  sous  la  forme 

^c=/.<p(Pj_Qx).  (3) 

Enfin,  si  nous  prenons  pour  dernier  exemple  l'équation 

/?j;+27=«l/^x»-h^»,  (4) 

nous  aurons  à  intégrer  les  équations  différentielles   à 
deux  variables 

xdz  =  ndx  i/iT+T^^     xdy  — ydx=^  o  : 
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la  seconde  donne  ^=  a,  x,  et  la  première  devient,  par 
la  substitution  de  cette  valeur  de  y  y 

€lz=ndxi/7+â*j     d'où     z=/i  l/i-4-a;  .x+a^ , 
et  en  remettant  pour  a^  sa  valeur, 

En  conséquence  Tintégrale  est 

530.  Le  propre  des  intégrales  complètes  (J)  est  de 
satisfaire  aux  équations  (c)  immédiatement,  en  ce  sens 
que  les  valeurs  de  du^  dx,  rf/,  dz,  etc.,  tirées  des  déri- 
vées des  équations  {d\  rendent  les  équations  (c)  iden- 
tiques, sans  qu'on  ait  besoin  de  revenir  aux  liaisons  éta- 
blies entre  les  variables  w,  ^x,j',  Zy  etc.,  par  les  mêmes 
équations  {d^  ;  puisque  ces  liaisons  dépendent  des  cons- 
tantes a„  tf,,  etc.,  et  que  les  équations  (^),  ou  leurs 
dérivées,  doivent  vérifier  les  équations  (c),  quelles  que 
soient  les  valeurs  assignées  à  ces  constantes  arbitraires. 
Inversement,  et  par  une  raison  contraire,  si  les  équa- 
tions {c)  admettent  des  intégrales  singulières 

?.("2^i7A^-  •  .1*)  =0,. .  .<p„(j:,/,z,^,.  .  .m)  =0,  j  ^  ^ 
les  dérivées  de  celles-ci  ne  vérifieront  les  équations  {c) 
qu'autant  que  l'on  tiendra  compte  des  liaisons  expri- 
mées par  les  équations  (^);  ou,  en  d'autres  termes,  il 
faudra  combiner  les  équations  (&)  avec  leurs  dérivées, 
pour  satisfaire  au  système  des  équations  (c).  Cela  posé, 
chacune  des  équations  (^)  satisfera  à  l'équation  (é),  ou 
à  l'équation  {a)  dont  celle-ci  est  une  transformée;  mais 
on  ne  satisferait  pas  à  l'équation  (é)  en  prenant  pour  F 
une  fonction  arbitraire  des  quantités  f,,  f„. .  .f.,  ou 
une   fonction  arbitraire  dans  laquelle  entreraient,   en 
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totalité  ou  en  partie,  les  quantités  f ,,  9.9  •• .  <fnj  associées 
aux  quantités  fj,  f.,.  •  .f„,  prises  aussi  en  totalité  ou  en 
partie.  Donc  Téquation  (a)  n'admet  pas  d'autre  intégrale 
complète  que  celle  où  les  quantités  f.,  f^^.  •  .f.  entrent 
exclusivement  sous  le  signe  de  fonction  arbitraire,  mais 
elle  est  satisfaite  par  chacune  des  équations  ($)  ;  et  ces 
équations  sont  des  intégrales  singulières  de  l'équation  (a), 
puisqu'elles  ne  se  trouvent  pas  renfermées  dans  l'inté- 
grale complète. 

Prenons  pour  exemple  l'équation  linéaire  du  premier 
ordre  à  trois  variables 

P—ç{t+^  —  v/;r+7+l)=7  —  j7  +  l/x«+^  +  2,  (5) 
dont  l'intégration  est  subordonnée  à  celle  des  équations 
différentielles  simultanées 

que  l'on  peut  remplacer  par 

et  qui  ont  pour  intégrales  complètes, 

La  seconde  de  ces  intégrales  donne  naissance  à  l'inté- 
grale singulière 

^*     -+-7+^=0.  (6; 

Chacune,  des  équations 

donne  pour  y?  et  q  des  valeurs  qui,  mises  dans  l'équa- 
tion (5),  la  rendent  identique  :  en  conséquence,  l'équa- 
tion (5)  a  pour  intégrale  complète 

—  X  +  v/x»4-^-4-3  =  t];(z  —  X — 7), 
A  étant  une  caractéristique  de  fonction  arbitraire.  Au 
contraire,  l'équation  (6)  donne  pour  p  et  q  des  valeurs 
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]ui,  substituées  dans  l'équation  (5),  ne  satisfont  à  cette 
équation  qu'autant  qu'on  tient  compte  de  Téquation  (6) 
pour  supprimer  le  radical  qui  entre  dans  l'équation  (5). 
Des  lors  l'équation  (6)  ne  satisfait  à  la  proposée  (5)  qu'en 
qualité  d'intégrale  singulière. 

Si  l'on  met  l'équation  (4)  sous  la  forme  équivalente 

dF         dF  , rfF 

CD  trouvera  de  même  qu'elle  admet  pour  intégrale  sin- 
gulière l'équation 

^+y  =  o, 

ou  le  système  des  équations  a;=o,^=o. 

*  531.  Soient  a:,  /,  2,  etc.,  des  variables  indépen- 
dantes en  nombre  n;  Uy  Vy  w,  etc.,  des  fonctions  de  ces 
variables  en  nombre  m-^  i,  qui  doivent  vérifier  le 
système  des  /tz+i  équations  aux  différences  partielles, 
linéaires  et  du  premier  ordre  : 

^  du      -,du  ^  „^f* 
dx  dy  dz 

^dv        -.dv        rw^^  ■  / *  N 

-.dw      «rfw      ^«&v 

etc., 

îans  lesquelles  U,  V,  W,  etc.  ;  X,  Y,  Z,  etc.,  désignent 
Jes  fonctions  quelconques  de  toutes  les  variables  dé- 
pendantes et  indépendantes.  Soient 

des  fonctions  des  mêmes  variables,  qui,  mises  à  la  place 
de  F,  rendent  identique  l'équation 
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^yd¥  xr^F  -ï.r^F 

U-7-  +  V-3 — hWT-  +  etc, 
au  aif  atv 

OU  bien  des  fonctions  telles  que  le  système  d'équations 

difTérentielles  simultanées 

du dtf       dw  dx dy dz 

TT""  V"      ipy^— etc._^_Y— 2— ^*^- 

ait  pour  intégrales  complètes 

le  système  des  équations  (A)  aura  pour  intégrales  com- 
plètes 

<E»i9  <E»s9  •  •  •  ^M+x  étant  des  caractéristiques  de  fonctions 
arbitraires.  Yoici  comment  ce  théorème  remarquable  a 
été  établi  par  M.  Jacobi  : 

Désignons  par  X,,  X,,.  .  .y^n-^-x  des  quantités  auxiliaires 
telles  que  les  rapports  de  Tune  d'entre  elles  à  toutes 
les  autres  soient  déterminés  par  le  système  d'équations 
linéaires,  en  nombre  in  : 

^0  d^  ^a>„+, 

^''d7^^^iûr'^""^^''^^~dr—''' 

d^  d^  d^^^_      \     [\] 

dw  aw  dw 

etc.; 
et  posons  pour  abréger 

nous  aurons ,  en  différentiant  successivement  chacune 
des  équations  (*!*)  par  rapport  à  la  variable  indépen- 
dante Xy 
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rf<I>,  rf^,    du         d^,    dsf         rf*.    dw  \ 

dx  du    dx         dv     dx         dw     dx  *       ' 

£M>.        d^^   du        rf*,    dv        rf0,   dw 

,       -i î  • 1-  •  —  4-  1 . |-etc.=ïo,  I 

dx  du    dx         dv     dx         dw    dx  )(^') 

rf€>^4..     d^„^,du     d^jnJ^eh^  .  ^!bl±i.^_L-etc  =< 
€£r  du     dx        dt^     dx        dw    dx 

Multiplions  les  équations  (  >.  )  respectivemeut  par 
^,  -j-,  etc.,  l'équation  (a)  par  — ,  et  ajoutons,  en  tenant 
compte  des  équations  (O')  :  il  viendra 

^S;—  A  •■^T"*^^'  "ISJ"^- •"^^-+'  "Tî^> 

On  trouverait  de  inême 

etc. 

Mais,  parce  que  les  fonctions  iy  et  par  suite  les  fonc- 
tions ^,  mises  à  la  place  de  F,  vérifient  l'équation  (B), 
on  a  identiquement 

U-j^4-V-7-^  +etc.  H-X-y^+Y-5-^+etc.  =  o, 
du  dif  dx  dy 

U --j-î^  +  V —j^  +etc,  -f  X --j-i  +  Y --r-^  H-eic.  =  o, 
£ra  dv  dx  dy 

U  — r-^+ V — 7-î-+etc.+X — ,-^^+Y — 7-!-.-|-etc.==o. 
au  dv  dx  dy  ^ 

Multiplions  ces  équations  respectivement  par  X,,  >.„... 

Xh^i,  et  ajoutons,  en  ayant  égard  aux  équations  (^',)  :  il 

vient 

__      ^  du       xr  ^       rw  du 
U  =  X  T-  +Y-7-  -f.  Z  -.-  -f-  etc.: 
dx  dy  dz 

T.   II.  24 
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c*est-à-(lire,  que  nous  retombons  sur  U  première  des 
équations  du  système  proposé,  et  Ton  prouverait  de 
même  que  toutes  les  autres  équations  sont  vérifiées. 

*^  a.  De  rintd^ation  des  équations  non  linéaires  iln  premier  ordre ^ 

à  trois  variables. 

532.  La  méthode  exposée  pour  l'intégration  des  équa- 
tions linéaires  du  premier  ordre  a  été  étendue  par  La- 
grange  aux  équations  quelconques  du  premier  ordre, 
mais  à  trois  variables  seulement.  Soit 

une  équation  de  cette  forme ,  que  nous  différentieroDS 
successivement  par  rapport  à  chacune  des  variables  in- 
dépendantes .X,  /,  en  ayant  égard  à  Féquation  de  con- 

.       dq       dp     ,.     ,      . 
dilion  -7*-  =  -7-  :  Il  viendrt'i 
(Ljc       dy 

"  dz       dx        dp  dx        dq  dj-^  f 

^  dz        dy        dp  dx        dq  dy'* 

et  si  l'on  y  joint  l'équation  identique 

df  df        df  dz         df  dz  ,  -. 

^dp^^dq        dpdx^dqdy'  ^-^'^ 

on  aura  un  système  de  trois  équations  entre  les  varia- 
bles indépendantes  x^j  et  les  trois  variables  3,  /;,  q^ 
considérées  comme  fonctions  des  deux  autres  :  système 
de  même  forme  que  le  système  (A)  du  n**  précédent. 
Ainsi  l'intégration  des  trois  équations  aux  différences 
partielles  {^f^  et  (  /j)  dépend  de  celle  des  quatre  équa- 
tions différentielles  ordinaires 


{/.) 
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Vdp^^dq)  ds  ^dz      df  ^'> 

On  tire  de  ces  quatre  équations 

df  ,         df  ,        df,        df  .        df  , 

ce  qui  doit  être,  puisque  les  variables  .r,  j-,  z,  p^  q  sont 
liées  par  l'équation  (  /*).  Dès  lors  il  suffira  de  pren- 
dre les  trois  équations  {g)  et  {g^^  qui  ne  contiendront 
que  les  variables  .r,^%  2, />,  après  qu'on  y  aura  mis 
pour  q  sa  valeur  en  jt,  /,  z^p^  tirée  de  l'équation  ( /'). 
Si  nous  désignons  leurs  intégrales  complètes  par 

^x{^xr^^>p)=^ry   f,{^xr^z,p)=a^,   h{^,r,z,p)=a^,{h) 

le  système  {g)  et  {g^)  aura  pour  intégrales  générales  l'é- 
quation proposée  (  /'),  combinée  avec  les  suivantes 

<I>,(f.,f„f3)=0,        ^.(f.,f.,f3)=0,  (H) 

dans  lesquelles  4>,,  <^,  entrent  comme  caractéristiques 
de  fonctions  arbitraires.  Mais  la  généralité  de  cette  solu- 
tion doit  être  restreinte,  en  raison  de  ce  que  les  fonc- 
tions p^q  sont  tenues  de  vérifier  les  équations  aux  dif- 
férences partielles 

dz  dz 

p-di'  ^=^'  . 

ou  l'équation  aux  différences  totales 

dz  =pdx  4-  qdy,  (i) 

533.  Des  équations  (/*)  et  (Ji)  on  peut  tirer  les  ex- 
pressions de  Xj^jt^Pj  q  en  fonction  de  z,  a^^a^^  «3 ,  ou 
de  z,  fi ,  f2,  fa;  et  si  Ton  chasse  j:,^,  /;,  q  de  l'équation 
(/),  on  aura  la  relation  entre  fj,  fj,  fa,  à  laquelle  doivent 
satisfaire  les  équations  (H),  pour  pouvoir  être  regardées 
comme  des  intégrales  de  l'équation  proposée. 


feactio] 
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Or,  lorsque  l'on   considère   x,  j',  p,   q    comme  des' 
de  z,  f| ,  fi ,  f,,  l'équation  [i)  devient 


MaiSf  en  vc^rtu  des  équations  {g),  l'on  a 

■\:<-...   \  (Ijc  Jy 

.,.,  ''S +?*  =  '■ 

df  <^  réduit  réqualiou  précédente  à 
quand  on  pose,  pour  abréger. 


+,|:=p„ 


'd! 


df. 


(Lr  dy 

■■  .,!■  ■■.-.ii.TirT',-. 


ir 


dq  dy\ 


'dt. 


A  ~  df, 

(dp   dx       dq   dy\ 
df/'^'^df.'lh)' 
ou  plus  simplemeut ,  en  vertu  de  l'équation  {k), 

</P, dp    dx       dq    dy        /  dp    dx       dq    df\ 

~^~^"^'^di'd{,~~\i^"^'^'^,'d£j'' 

et  si  nous  substituons  dans  le  second  membre,  pour 

dx     dy     dp     dq 

dz      dz      dz     dz 

leurs  valeurs  données  par  les  équations  {g),  (gf)  et  (gt), 

en  poiant^n  outre,  afin  de  simplifier  l'écriture, 

il  viendra 
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~'=  —  ^^—,f^i^         ^^        ^^   ^f^^ 

dz~      dz  P        [jx^df,  "^  d/df,  "*"  dp^dt,  "^  dq'dtj 

-      ~      dz*  V       df, 

ilais  on  a  identiquement^^=  o ,  après  qu'on  a  substitué 

lans  /*   pour  .r,^,  p^  q  leurs  valeurs  en  z,  fi,  f^^  fs, 

[ui  satisfont  à  la  proposée  :  donc  l'équation  précédente 

>e  réduit  à 

j[_  ^  _      I    df^ 

P/  dz p-3J' 

et  par  la  même  raison  Ton  a 

—  ^— _i  ^        L  rfP,  _       1    df^ 
P/dz~      Vdz'     P,"d^~      If'dz' 

i'où,  en  intégrant  et  en  désignant  par  Fi,  F2,  F3,  des 

fonctions  de  fi ,  f2  9  fa  9  qui  ne  contiennent  plus  z, 

^A.1/a  -A.?/c£.  ^p.if^. 

P.=F.iî-^^^    ,P,=F.^'^'*^   ,P,^F3éJ^'**    • 

En  conséquence  l'équation  (/),  équivalente  à  (/),  se  ré- 
luit, après  la  suppression  du  facteur  commun,  à 

F/f,  +  F.rff,+F3rff3=o.  .        (n) 

Lorsque  les  fonctions  fj^  f2,f3  auront  été  déterminées 
par  les  équations  (/t),  les  fonctions  Pi ,  P2  9  P3  seront  con- 
nues, en  vertu  des  équations  (772);  et  par  la  suppression 
du  facteur  commun  en  z^  dont  on  vient  de  démontrer 
l'existence ,  on  connaîtra  de  même  la  composition  des 
fonctions  F,,  F2 ,  F3  en  f i ,  f2,  fa.  Cela  posé,  l'équation 
aux  différentielles  totales  (n)  s'intégrera  toujours  [5^4] 
par  le  système  de  deux  équations  renfermant  une  fonc- 
tion arbitraire  de  l'une  des  quantités  fi,  f2,  fg,  et  la  dé- 
rivée de  cette  fonction  arbitraire.  On  aura  ainsi  le  sys- 
tème de  toutes  les  intégrales  particulières,  ou  l'intégrale 
générale  de  l'équation  proposée. 

534.  Mais  on  peut  y  arriver  aussi  d'une  manière  plus 
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le  :  CI       fet ,  l'équatioii  f|^=ai  est  évideimnent  uiv 
lution  p.       culière  de  l'équation  («);  la  résoiiitioiidi 
cette  équatiou,  où  Uj  désigne   uoe   constante  et  fi  uni 
onction  comme  de  t,j-,  z,p,  donnera 

et  ensuite  on  aura  ,  par  l'équation  {  /), 

es  valeurs ,  substituées  dans  ta  formule  (i),  rendront 
ie  second  membre  une  différentielle  exacte,  puisqu'ellf" 
doivent  conduire  a  une  solution  de  l'équation  proposée. 
li  donc  on  intègre  par  la  méthode  connue  [SgS]  l'équation 

tlz  =  '9{x,x,z,a,).  dr  4-  ^J:,X,z,a ,  ) .  dy, 
1  obtient  une  équation  de  la  fonne 

E-i  étant  une  autre  constante  introduite  par  la  nouveilf 
intégration;  et  cette  équation  qui  renferme  deux  cons- 

ntes  arbitraires,  satisfait  à  l'intégrale  proposée  doiii 

le  est  une  intégrale  particulière. 

Donc  l'équation 

F(:c,j^/i,,ïfa,)=o,  (tll 

oîi  mf  est  employé  comme  caractéristique  de  fonction  ar- 
bitraire, est  aussi  une  intégrale  de  la  proposée,  qui  sf 
trouvera  pareillement  satisfaite  si  l'oit  détermine  a,  en 
fenction  de  x,  y,  z  par  l'équation 

Conséqaemment  le  système  des  équations  (ci)  et  {rA') 
représente,  à  cause  de  la  fonction  arbitraire  xj  qn'il 
renferme,  l'intégrale  générale  de  la  proposée;  et  l'on 
en  déduira  chaque  intégrale  particulière,  par  l'élimina- 
tion de  rzi  entre  ces  deux  équations,  après  qU'on  aura 
particularisé  la  fonction  arbitrah-e  iS. 
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Il  est  visible,  quaod  on  se  reporte  à  la  théone  de 
I  enveloppement  des  surfaces  [livre  IV,  chap.  VIII],  que 
l'équation  (o)  est  celle  des  surfaces  enveloppées  qui  ont 
la  propriété  de  satisfaire  à  la  proposée;  tandis  que  les 
surfaces  enveloppes  qui  y  satisfont  d'une  manière  plus 
générale,  à  cause  de  Tindétermination  de  la  liaison  éta- 
blie entre  les  deux  paramètres  variables  de  l'enveloppée, 
sont  représentées  par  le  système  des  équations  (xi)  et 

Les  familles  de  surfaces,  caractérisées  par  des  équa- 
tions aux  différences  partielles  du  premier  ordre,  à  trois 
variables,  se  distribuent  donc  essentiellement  en  deux 
groupes.  L'un  se  compose  des  surfaces  dont  l'équation 
différentielle  caractéristique  est  linéaire  par  rapport  aux 
coefBcients  ^,  ^  :  en  sorte  que  l'intégrale  générale  est 
donnée  par  une  équation  unique  comprenant  une  fonc- 
tion arbitraire,  et  que  la  surface  est  définie  par  le  mou- 
vement d'une  ligne  génératrice  qui  peut  varier  de  forme 
en  même  temps  qu'elle  se  déplace.  L'autre  groupe  com- 
prend les  surfaces  dont  l'équation  aux  différences  par- 
tielles n'est  plus  linéaire  :  d'où  il  résulte,  d'une  part,  que 
l'intégrale  générale  est  donnée  par  le  système  de  deux 
équations  où  entrent  à  la  fois  la  fonction  arbitraire  et 
sa  dérivée;  d'autre  part,  que  les  surfaces  qu'elle  repré- 
sente peuvent  être  considérées  comme  autant  d'enve- 
loppes. Selon  que  les  équations  difPérentielles  simulta- 
nées ,  à  l'intégration  desquelles  on  ramène  celle  de» 
1  équation  proposée  aux  différences  partielles ,  ont  ou 
n'ont  pas  d'intégrales  algébriques,  les  lignes  généra- 
trices ou  caractéristiques  sont  ou  ne  sont  pas  des  courbes 
algébriques  :  mais  cette  circonstance  accessoire .  ne 
change  rien  à  la  distribution  dont  nous  parlons. 
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535.  Appliquons  l'analyse  qui  précède  à  Téquatiou 
aux  difTérences  partielles 

qui  est  [261]  celle  des  surfaces-canaux,  à  section  circu- 
laire constante  :  l'équation  (^i)  devient  pour  ce  cas 

et,  par  sa  combinaison  avec  la  proposée, 

dp  R*dz 


p  "*"z(R»— z^)  — ""' 


c 


équation  dont  Tintégrale  est 

zV        ' 

a'  désignant  la  constante  arbitraire.  La  proposée  donne 
ensuite 

et  la  formule  (/)  devient 


<roîi,  en  intégrant  et  en  désignant  par  p  une  nouvelle 
constante  arbitraire , 

Si  nous  changeons  de  constantes,  comme  cela  est  per- 
mis, en  posant 


réquation  précédente  prendra  la  forme 

i-+-a*        ' 

et  elle  appartiendra  au  cylindre  droit,  qui  fait  fonction 
d'enveloppée  développable  pour  les  surfaces-canaux,  à 
section  circulaire  constante. 
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)36.  Il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer  quelques  cas 
ticuliers  oîi  Ton  peut  arriver  à  l'intégrale  plus  rapi- 
tient  qu'en  suivant  la  méthode  générale.  Soit ,  par 
tmple , 

[uation  proposée  qui  appartient  à  une  femille  de  sur- 
es développables  [i^S  et  266],  caractérisée  par  la 
me  de  la  fonction  donnée  n  :  on  a 

dz  =  Uq.dx  -f-  qdjr^ 
m  intégrant  par  parties , 

z = xTlq  +  qx  —/{xll'q  -f-  y)dq. 

ir  que   l'intégration   indiquée  soit  possible,  il  faut 

er 

lors  on  a 

z=xïlq  +  qy — cpy. 

ic  le  système  des  équations 

z  =  xTLoL  4-  a/  —  ça ,     xU'a  -f. j  =:tp'a, 
fermant  l'indétenninée  a,  la  fonction  arbitraire  (p  et 
lérivée  <p',  représente  l'intégrale  générale  de  la  pro- 
îe. 
loit  encore  l'équation 

pourra  poser 

/(p^)=a=f(y^), 
i 

dz^=f,  {xy(i)dx  •+•  f ,  {x^0L)dx. 
itégration  par  parties  donne 

nd  OD  pose ,  pour  abréger, 

X  =  //.  (x,ayx,     Y  =  /f .  (7,a)rfr. 
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Donc  rÎDlégrale  générale  consiste  dans  le  système  des 
deux  équations 

ou  f  désigne  une  fonction  arbitraire. 
Enfin ,  si  1  on  avait  Téquation 

sa  forme  indiquerait  qu'elle  admet  pour  intégrale  parti- 
culière réquation 

z=pe   ^., 

a ,  p  désignant  des  constantes  arbitraires  :  donc  Tiuté- 
grale  générale  est  donnée  par  le  système 

z=:<fa.e*"^*j    o  =  (p'a  +  (x  —  ^JÇO- 

537.  Nous  avons  expose  la  méthode  de  Lagrange 
pour  Tintégration  des  équations  aux  différences  par- 
tielles du  premier  ordre ,  avec  les  perfectionnements 
qu'y  a  apportés  M.  Jacobi.  Lorsque  Féquation  n'est  pas 
linéaire  par  rapport  aux  différeuces  partielles,  et  que  le 
nombre  des  variables  indépendantes  surpasse  deux, 
l'intégration  générale  de  Féquation  aux  différences  par- 
tielles se  ramène  encore,  mais  par  des  procédés  plus 
compliqués,  à  celle  d'un  ou  de  plusieurs  systèmes  d'é- 
quations différentielles  ordinaires.  On  peut  consulter  le 
mémoire  de  Pfaff  dans  le  volume  de  l'Académie  de 
Berlin  pour  i8i4j  le  Journal  de  mathématiques  de 
M.  Crelle,  T.  II  et  XIII,  et  celui  de  M.  LiouviUe,  T.  III, 
où  se  trouvent  consignées  les  récentes  et  belles  recherches 
de  M.  Jacobi  sur  ce  sujet  important,  qui  sort  du  cadre 
des  éléments. 


*  CHAPITRE  III. 


D£    l'iN TEGRATION ,    EN    TERMES  FIN^S,    DES   ÉQUATIONS 
AUX  DIFFÉRENCES  PARTIELLES  DES  ORDRES  SUPÉRIEURS, 

A  TROIS  VARIABLF^. REMARQUES  SUR  LES  INTEGRALES 

SINGULIÈRES  ET  SUR   LES   INTEGRALES   PARTIGULIERKS 
DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENCES  PARTIELLES. 


5  1^*^.  De  l'int^atioD ,  en  termes  finis ,  des  équations  aux  différences 
partielles  da  second  ordre ,  à  trois  variables. 

538.  ConsidéroDs  d'abord  réquaiion  du  second  ordre 

linéaire  par  rapport  aux  dérivées  du  second  ordre  r^Sj  t: 
R,  S,  T,  V  désignant  des  fonctions  quelconques  des  va- 
riables x^y^z  et  des  dérivées  p^q.  L'élimination  de  r,^, 
au  moyen  des  équations 

dp  =  rdx  -H  sdyy    dq  =  sdx  +  tdjr^  {a) 

donne 

Yidpdy  +  Tdqdx  —  ^dxdy  =  s  (Rrfr»  —  Sda:dx  +  Tête»)  . 

Posons  séparément 

Rdpdy  +  Tdqdx  —  Ydydx  ==  o  ,  (*) 

Rdfj»  _  Sdxdx  +  Tdx^  =  o  ;  (c) 
joignons-y 

dz  =zpdx  +  qdjr  ;  (cQ 

et  admettons  qu'on  puisse  satisfaire  à  ces  trois  équa- 
tions entre  les  cinq  variables  Xy  y^  Zy  p,  qy  par  des  équa- 
tions de  la  forme 


1 
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réquation 

satisfera  à  la  proposée  dont  elle  sera  une  intégrale  du 
premier  ordre;  et,  à  cause  de  rîndétermination  du  signe 
?,  cette  intégrale  aura  toute  la  généralité  qu'elle  com- 
porte. 

Pour  établir  cette  proposition ,  mettons  Téquation  (c) 
sous  la  forme 

et  désignons  par^'.  Tune  de  ses  racines  :  Téquation  (b) 
devient 

Ry .  4»  -+-  Tdg — V/,  «& = o  .  (i.) 

Les  équations  (e)  ont  pour  dérivées 

-da:+^^dr^-dz+^^dp^^dg=o, 
«/t;  .        di^  .       df,  .       df,   ,       df,  , 

-d.+^^dr+^^dz+^^dp+^dç^o, 

ou  bien,  en  remplaçant  ily  T^av jr'jdx,  et  en  chassant 
dz,dq^  au  moyen  des  équations  (d)  et  (^i), 

Kf.   .     ,  <^f.       /         •    .  X  df,       Vr',    df.l   ^ 


/</f.       Rj'.    df,\ 


r^f,        ,df,,  ,  .df,       Vr',    df, 

'fdf,       R/.    df,\ 


dx 


.dp  T       dq^ 

Ces  dernières  équations  doivent  être  identiques,  puis- 
que, par  hypothèse,  les  équations  (e)  vérifient  le  sys- 
tème (è),  (c),  (^/);  et  ainsi  l'on  a  séparément 
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(*'') 


<//>         1   '  dq~ 
autre  part,  l'équation  ^/^  donne 

œlle-ci ,  quand  on  y  met  pour 

,     </f.    <ff.    </f.     </F, 

rs  valeurs  tirées  des  équations  (rf)  et  {e'\  devient 
posant,  pour  abréger, 

nettons  dans  Téquation  (g)  pour  dp^  dq  leurs  valeurs 

es  des  équations  {a)^  et  nous  aurons 

>  +  Tj— V/.  H-<^/.yj;  +  (Rjr>4-  T^_  0)^7=  o. 

sque  les   variables  x^y  sont  indépendantes,  il  &ut 

3n  ait  séparément 

/,/H-Tj— Vjr',  +  *y,  =  o,  Ry,5  4-T^— <^  =  o  . 

is  de  ià  on  conclut  que  l'équation  [g)  satisfait  à  la 
posée,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  f  qui 
itre  que  dans  ^;  car,  si  Ion  tire  des  équations  pré- 
entes les  valeurs  de  r,f  en   fonction  de  Sj  pour  les 


.•;.--     -  HT---:;  :  '"^IJ 
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substituer  dans  la  proposée,  ^  ctiq[Mnraît ,  et  il  resta 

/(Ryi-Sr'.+T)  =  o, 

équation  identique ,  puisque  jr'i  désigne  une  racine  de 
réquation  (ci). 

539.  Pour  éclaîrcir  ce  calcul  par  qilelqueii  exemples, 
supposons  d'abord  que  les  coefficients  B^SyT  se  réduisent 
à  des  constantes,  et  qu'oh  ait  Y  =t  o  :  les  racines  de  îi- 
quation  (ci)  seront  aussi  des  nombres  constants  nig^nk^ 
en  employant  la  première  racine,  on  aura  pour  inté* 
grales  des  équations  (c)  et  (b\ 

d'où  l^on  conclut  que  la  proposée  a  pour  intégrale  pre- 
mière ".  .  ;        .  /        ' 

Rut,/?  +  Tj  ==:^,  (/ — m^)  . 
L'einpioi  de  la  racine  ni%  donnerait  de  même 

A  cause  de  la  relation  i7i|i77^qr=g^cea  d^ux  intégrale» 

premières  peuvent  être  mises  sous  la  forme 


et  Ton  en  déduit 

en  posant ,  pour  plus  de  simplicité , 

Si  l'on  substitué  ces  valeurs  àep^q  dans  l'équation  (rf), 
il  vient 

d'où,  eu  intégrant  et  en  désignant  par  *^W  les  fonctions 


• 
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qui  ont  pour  dérivées  les  arbitraires  9  et  — ^^ 

Les  deux  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  cette 
intégrale  de  la  proposée,  lui  donnent  toute  la  généralité 
quelle  comporte. 

Soit 

T 

S=o,     ^=  —  «'•* 

la  proposée  devient 

dV5  d*z  ■     ^ 

et  elle  a  pour  intégrale  complète 

z=^{y  —  ax)  +  W{y+ax)  .  (2)* 

Uéquation  (i)  qui  exprime  la  loi  des  vibrations  trans- 
versales d'une  corde  élastique,  et  celle  de  la  propagation 
du  son   dans    un    tuyau  cylindrique,  est  la    première 
équation  aux  différences  partielles  dont  on  ait  trouvé 
l'intégrale  générale.  Les  recherches  des  géomètres ,  à 
propos  de  cette  équation,  sur  laquelle  nous  reviendrons 
dans  les  chapitres  suivants,  ont  fondé  la  physique  ma- 
thématique, et  créé  une  branche  nouvelle  de  Tanalyse. 
Si  le  terme  V  n'était  pas  nul,  et  s'il  renfermait  seule- 
ment la  variable  indépendante  x^  on  serait  conduit  à 
ajouter  aux  premiers  membres  des  équations  (Ji)  le  terme 

-—  ~  JYdxy  et  à  la  place  de  l'équation  {{)  l'on  aurait 

2=^  j dx  Ndx-\'^{X  —  ni^x)-{-W{y — rn^x)  . 

540.  Cette  analyse  demande  à  être  modifiée,  dans  le 
cas  où  le  terme  V  contient  à  la  fois  les  deux  variables 
x^jr^  et  dans  celui  où  les  racines  mi^m^  sont  égales; 
ce  qui  fait  que  les  deux  fonctions  arbitraires  ^,V'se  con- 
fondent en  une  seule ,  et  que  la  valeur  de  z  n'a  plus  la 
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généralité  requise.  Considérons  d'abord  le  premier  cas  : 
nous  aurons  pour  Tune  des  intégrales  premières 

p+m^q—^jydx:==2:^ 

L'intégrale/T^  est  prise  dans  l'hypothèse  où  Fou  a 
dy  —  m^dx=zo^    doù  /  —  m^=a,; 
en  sorte  qu'il  faut  d'abord  substituer  dans  V  cette  valeur 
de^,  intégrer  ensuite  par  rapport  à  x,  puis  remettre 
pour  oLi  sa  valeur^ — mix;  ce  qui  doune 

/* étant  une  fonction  connue,  qui  se  tire  de  V  par  une 
simple  quadrature. 

La  valeur  de  /?,  substituée  dans  {d)  ^  donnera  donc 

dz-=.q{dy — m^dx)  -^/{x^ — iw^).rfr  4-9(7 — mjx).dxj 
équation  qui  s'intégrera  si  l'on  peut  intégrer  conjointe- 
ment les  deux  équations  différentielles  ordinaires 

djr — m^dx=:20  , 

dzz=z[f{x,jr^m,x)  +9(7— m.jf)]  dx  . 

La  première  donne 

7  — /w,^=a,  ;  [k) 

au  moyen  de  quoi  la  seconde  devient 
dz=i  \  f  [x^  a,  4-  {pi^ — Tn,)x]  -»-cp[a,  4-(/w, — m,)x]  \  dx^  (/) 
et  elle  a  pour  intégrale 

^  — F(a:,aJ  — 0[a,  +  (m,  — /wja:]=p,  ,  (m) 
P2  désignant  une  constante  arbitraire,  O  une  fonction 
arbitraire,  et  F  une  fonction  connue,  qui  se  tire  de  /au 
moyen  d'une  quadrature.  L'intégrale  de  la  proposée  sera 
^2  =  ^02,011  il  faudra  substituer  pour  an,  82  leurs  valeurs 
fournies  par  (A'),(w)  :  or,  cette  substitution  donne 
z  —  Y {x, y—m^x)+^{j—m,x)  +  ^' [^y—m^x)  . 
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541.  Passons  au  cas  d'ëgalité  des  racines. mi,  m^^  et, 
)Our  simplifier,  prenons  V=o  :  on  a,  en  supprimant  les 
ndices  qui  deviennent  inutiles  ,^ — mx=-oLj  dy^zmcLc, 
p-4-/w^=ç(/ — mx)  =  <fa^  et  l'équation  (d)  devient 

ilzr=i(^oL  »  dx  ,  d'oùjz — 47çpa=P; 

en  sorte  que  la  relation  p=|a  donne  pour  l'intégrale 

z  =  a:<f{x — ma:)'\r^{jr — mx);  (n) 

et  comme  les  fonctions  arbitraires  9,  ^  ne  se  confondent 
plus,  cette  intégrale  a  la  généralité  requise. 
Ceci  s'applique  à  l'équation  [^Si] 

B»r  —  2  ABj  +  AY  =  o  , 

qui  est   celle   des    surfaces    réglées    dont    la    généra- 
trice reste  constamment  parallèle  à  un  plan  directeur 
Ai;-|-B^t=:o  :  on  a  pour  l'intégrale  complète 
ztssiX(f  (Aj:  4- Bjr)  +  4*  (A^  +  Bj)  • 
Les  mêmes  surfaces  ont  pour  équations  aux  diffé- 
rences partielles,  quand  le  plan  directeur  est  celui  des^^'*, 

yV —  2pqs  +p*t  ==  o  . 
Les  équations  (c)  et  (Jj)  deviennent  alors 

pdx  4-  qdy  ^=dz  =  o  ,     qdp  — pdq  =  o  : 

on  a,  en  les  intégrant,  ,3=a,/7=:Py  ;  ce  qui  donne  pour 
intégrale  première  de  la  proposée  pz=q^z.  Afin  de  pas- 
ser à  l'intégrale  seconde,  on  substitue  cette  valeur  de  p 
daus  l'équation  {d)y  et  il  vient 

dz  =  q  (çp^  .  dx  +  djr)  , 
formule  dont  l'intégration  se  ramène  à  celle  des  équa- 
tions différentielles  ordinaires 

^/s  ï=  o  ,    fz  ^  dx  +  df  =  0  . 
Mais  celles-ci  ont  pour  intégrales  s=a,  ,.r?a,-|-/=fi,; 
ce  qui  donne  pour  l'intégrale  seconde  de   la  proposée, 

x(^z  4- 7=4'^  .  (o) 

T.    II.  25 
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542.  Enfin  nous  avons  trouvé  [i%5o]  pour  réquation 
aux  différences  partielles  qui  caractérise  Tordre  des  sur- 
faces réglées  à  directrices  rectilignes^ 

x^r  -+-  7,xys  +yt  ==  o  , 

Les  équations  (c)  et  (è)  deviennent^  dans  ce  cas, 

.  xdjr  —  ydx  =.  o  ,    xdp  +  jrdq  =  o  , 

et  elles  ont  pour  intégrales^  =  ux,  ^-j-ay  =  p,  d'où 
l'on  tire 

pour  l'intégrale  première  de  la  proposée.  En  substituant, 
comme  à  l'ordinaire,  la  valeur  dep  dans  l'équation  (e/), 
on  a 

dj!;  =  ^(-j  .  dx  +  q  (dy—^-dx  J  î 
ce  qui  conduit  à  intégrer  les  équations  différentielles 
xdjr — j-dx  =  o,  dz  — '^(-)  •  ^^  =  o  . 

L'intégration  donne  j'=cliX^z — ^(pai:=pi  ;  et  l'on  trouve, 
en  conséquence,  pour  l'intégrale  seconde  de  la  proposée, 

On  peut  remarquer  l'analogie  de  forme  des  équations 
(/?),  (p)^(/))^  qui  toutes  trois  rentrent  dans  le  cas  d'éga- 
lité des  racines  de  l'équation  (6*^). 

543.  La  méthode  exposée  ci-dessus,  d'après  Mongc, 
et  dont  nous  venons  de  faire  diverses  applications, 
tombe  en  défaut  lorsque  le  système  des  équations  (^),(^), 
(^/j,  dans  lesquelles  entrent,  en  général,  les  cinq  variables 
.r,  )\  r?  y>,  //,  et  qu'on  ramène  par  l'élimination  à  une 
équation  différentielle  entre  trois  variables,  ne  satisfait 
pas  aux  conditions   d'intégrabilité.  Soit,  par  exemple, 
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réquatioii  proposée 

r  —  /  —  ^  =  o  :  {q) 


X 


les  équations  (c)  et  {h)  deviendront,  pour  /;?,=±  i, 

updx 
dyzjpdx:=.o  ^    dpzç.dq ^l—:^:::  o  ; 

JC 

mais  y  quel  que  soit  le  signe  adopté,  Téquation  en  dp^ 
dq,  dx  ne  satis&it  pas  à  la  condition  d'intégrabilité[523]. 
Cependant  l'équation  {q)  a  pour  intégrale  en  termes 
finis 

comme  on  s'en  assurerait  a  posteriori;  et  la  théorie  de  la 
construction  des  équations- aux  différences  partielles 
montrera  que  cette  intégrale  a  toute  la  généralité  re- 
quise, à  cause  des  deux  signes  de  fonctions  arbitraires  9,1]/. 

S  a.  De  rîDtëgration  des  ëquatioDs   linéaires  aux  différences 
partielles,  a  trois  Tariables  et  d'un  ordre  quelconque. 

544.  Parmi  les  équations  aux  différences  partielles , 
d'un  ordre  plus  élevé  que  le  second,  nous  nous  borne- 
rons à  considérer  ici  l'équation  linéaire  à  trois  variables 


da^  daf^'dy  da^-^dy^ 

^      d^z  „  rf*»^ 


•  •  •  • 


dxdy^"^  df 

A^fCy . . .  G,H  désignant  des  coefficients  constants.  Pre- 
nons z  =ç  {y-^-moc)  :  il  viendra 

^  =m^f^^^\y+mx),  ^^^^^=m-'^  i^''\y+mx),  etc.  ; 

et  Ton  satisfera  à  la  proposée,  pourvu  que  la  constante 
m  soit  une  des  n  racines  m,  ,rn  y.jrin^  de  l'équation  al- 


25. 


i 


4- Cm"— 4- +G/M4-H=o.     [r] 

'.    Donc  on  pourra  prendre,  à  cause  de  la  forine  linéaire 
>   de  la  proposée, 

s=f,{y+m,x)  +  ^.  (r+m,x)  + +  <p„  {y+m„x) , 

'  f,jif,...<f„  étant  emptoyëes  comme  caractéristiques  de 
,  fonctions  arbitraires  distinctes.  On  s'assurerait  d'ailleuis 
que  celte  valeur  de  3  a  toute  la  généralité  que  peut 
comporter  l'intégrale  de  l'équation  proposée. 
t_  545.  Il  n'en  serait  plus  de  incm<^  si  l'équation  (() 
avait  des  racines  égales,  par  exemple,  w,=^«a,  carf'^rs 
les  deux  fonctions  ip,,  ^^  se  confondraient  en  une  seule: 
'  mais  si  l'on  pose  dans  ce  cas 

t  =  if,{y  +  m,x)+a^t(y  +  m,x)  , 
on  a 

rf"2 

en  sorte  que  la  substitution  daasla  proposée  donne 
[  Am,"4-Bni,"-'r4-  ....  +Got.+  H]  [?/"'+«¥,'"'] 
+  [A»«rt,"-"+B(«—i  )«,"-•+  ....+H]ç.t'*-''=o; 
et  il  devient  évident  que  cette  valeur  de  z  satisfait  à  b 
proposée,  puisque,  par  hypotbèse,  m,  est  une  racine 
dobbt^e  de  l'équation  (r).  Donc  on  peut  prendre  dans  ce 
cas 

^^i{r—">^)  +  —  +%{x—'"«^)> 

le  nombre  des  fonctions  arbitraires  disUuctes   restant 
égal  à  n. 
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§  3.  Remarques   sur  les  intégrales  singulières  et  sur  les  intégrales 
particulières  des  équations  aux  différences  partielles. 

546.  Considérons  une  équation  aux  diCTérences  par- 
tielles du  premier  ordre 

délivrée  de  radicaux  et  de  dénominateurs  :  et  soit 

^f(^,r)  ^        (f) 

une  solution  de  cette  équation ,  dans  laquelle  n'entre  pas 
de  fonction  arbitraire,  et  qui  peut  être,  ou  une  inté- 
grale particulière,  ou  une  intégrale  singulière.  Si  c'est 
une  intégrale  particulière,  il  sera  permis  de  représenter 
l'intégrale  générale  par 

<f  désignant  une  fonction  de  x,jr^  e,  qui  ne  s'évanouit 
ni  ne  devient  infinie  quand  on  y  faite=o  [477]-  En  subs- 
tituant dans  la  proposée,  on  trouve,  pour  déterminer  la 
partie  de  f  indépendante  de  la  constante  e ,  l'équation 

"f  dz^dp   dx^dç   dx~     '  ^^'^ 

dans  laquelle  les  différences  partielles 

dz  dp  dq 
se  rapportent  à  la  valeur  ze^fiXfj-).  D'ailleurs  on 
peut  s'assurer  que  la  partie  de<p  indépendante  de  e  doit 
renfermer  le  même  nombre  de  fonctions  arbitraires  que 
la  valeur  complète  de  9;  en  sorte  que  la  considération 
de  cette  partie  de  9  suffit  pour  reconnaître  la  nature  de 
la  solution  (f). 

Cela  posé,  si  la  valeur  z=:f(x,^)  donne 


I3!«l  Mvue  VI 

sans  qu'il  en  résulte 
i 


•v^ 


on  ne  peut  satisfiiirc  à  l'équation  (ç,)  qu'en  preiiani 
(p=o;  de  sorte  que  la  solution  (f),  n'étant  pas  suscep- 
tible (le  se  compléter  comme  l'indique  l'équation  (ç), 
constitue  une  intégrale  singulière  de  la  proposée. 

Ainsi  la  recliprclie  des  intégrales  singulières  consislf 
à  déterminer  les  valeurs  de  s  en  x ,  y,  qui  satisfont  ii 
la  fois  aux  équations  ( /")  et  (/>,  q,\  en  éliminant/),  y 
entre  ces  mêmes  équations.  Il  faut,  de  plus,  s'assurer 
que  ces  valeurs  de  s  ne  vérifient  pas  l'équation  [z]. 

Appliquons  ceci  à  l'équation  des  surfaces-canaux 

on  aura  pour  les  équations  {p,  y),  5'j[>=o,  s^y^o. 
On  ne  pent  pas  en  tirer  s=^o,  car  la  proposée  ne  sérail 
pas  satisfaite ,  et  au  contraire  l'équation  (  c  )  serait  véri- 
fiée; mais  les  solutions  p^o,  q^o,  conduisent  à  l'in- 
tégrale singulière  z' — R'^o. 

547.  Si   l'on  donnait  une  équation  du  second  ordri' 

le  même  calcul  mènerait  aux  équations  de  conditioti 
[p,  ^),  eten  outre  à 

'^f        4f        4f  /       > 

4  =  o,  2^=o  , -f  =o  ;  (r,3,t) 

de  manière  que  l'éliminatioa  de  p,  g,  r,  s,  t  entre  les 
ét^atioDs  (/},  q)t{rfS,  t)  et  la  proposée  donnerait  une 
valeur  de  .s  en  x,y^  qui  serait  une  solutïoa  singulière, 
pourvu  que  cette  même  valeur  de  z  ne  vérifiât  pas  l'é- 
quation (z).  Si  la  valeur  (  f)  vérifiait  seulement  les  équa- 
tions (r,  s ,  t),  on  aurait,  pour  déterminer  la  partie  de 
if  indépendante det,  l'équation  (?,)  aux  difTérences par- 
tielles  du  premier  ordre,  dont  l'intégrale  ne  pourrait 
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renfermer  qu'une  fonction  arbitraire  :  en  sorte  que  la 
solution  (  f  ) ,  n'étant  pas  susceptible  de  se  compléter  par 
l'adjonction  de  deux  fonctions  arbitraires ,  comme  le  re- 
quiert l'ordre  de  l'équation  proposée ,  ne  serait  qu'une 
valeur  particulière  provenant  de  l'intégration  d'une  so- 
lution singulière  du  premier  ordre. 

On  conclut  de  là  que,  si  l'on  trouve  une  équation 
du  premier  ordre  qui  satisfasse  à  la  fois  à  la  proposée 
et  aux  équations  (r,  s,  t),  cette  équation  sera  une  in- 
tégrale singulière  du  premier  ordre. 

Soit  donnée,  par  exemple,  l'équation  du  second 
ordre 

r'  — (2ry-jr)(/^— ;|^)=o,  (3) 

qui  ne  contient,  ni  Sj  ni  /  :  le  système  des  équations 
(r,  Sft)se  réduit  à 

On  satisfait  à  cette  équation ,  ainsi  qu'à  la  proposée ,  en 

faisant 

z. 

équation  du  premier  ordre,  qui  a  pour  intégrale 

z=(i-ha:)cp/, 

<p  désignant  une  fonction  arbitraire.  Par  conséquent 
cette  dernière  équation  est  une  intégrale  singulière  de 
la  proposée. 

548.  On  peut  aussi,  dans  certains  cas,  assigner  des 
intégrales  particulières  à  des  équations  aux  différences 
partielles  dont  les  intégrales  générales  ne  sont  pas  con- 
nues, ou  même  ne  pourraient  exister  sous  forme  finie; 
et  les  intégrales  ainsi  obtenues ,  quoiqu'elles  n'aient  pas 
toute  la  généralité  requise  pour  la  solution  analytique , 
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peuvent  résoudre  avec  une  généralité  suffisante  te  pro- 
blème qui  a  conduit  à  l'équation  aux  différences  par- 
tielles. Admettons  que  cette  équation  soit  du  second  or- 
dre, de  la  forme  ({p^  q^r^Sj  ^)=o,  de  manière  qu'elle 
ne  contienne  point  les  variables  x^jr^  z\  et  supposons- 
la  en  outre  homogène  en  r^s^t:  malgré  ces  restrictions, 
elle  ne  pourra  s'intégrer  généralement  que  pour  de  cer- 
taines formes  de  la  fonction  f  ;  mais  si ,  parmi  toutes  les 
surfaces  susceptibles  de  satisfaire  à  cette  équation ,  on 
n'a  en  vue  que  les  surfaces  développables  pour  lesquelles 
pz=zUq^  on  pourra  poser 

en  sorte  qu'après  la  substitution  de  ces  valeurs  de  s  tt 
de  r  dans  la  proposée ,  qui  est  homogène  en  r,  j,  ty  la 
dérivée  t  s'en  ira.  Il  restera  une  équation  différentielle 

ordinaire  en  ^ ,  ÎI^ ,  U^q ,  ou  ^ ,  ^ ,  -^,  par  laquelle  on 

déterminera  la  fonction  n  avec  une  constante  arbitraire. 
L'équation /7=iiy  étant  ensuite  intégrée,  donnera  une 
équation  primitive  avec  une  fonction  arbitraire,  laquelle 
équation  primitive  caractérisera  une  famille  de  surfaces 
développables,  jouissant  de  la  propriété  exprimée  parla 
proposée. 

Par  exemple ,  l'équation  du  second  ordre 

(i-f-y')r— 2/?5r*-|-(i-4-/?')^=o  , 

qui  appartient  aux  surfaces  pour  lesquelles  les  deux 
courbures  principales  sont  égales  et  de  sens  contraires 
[281],  et  dont  l'aire  est  un  minimum  entre  des  limites 
données  [Sgi],  ne  comprend  que  les  dérivées  du  pre- 
mier et  du  second  ordre,  et  elle  est  homogène  en  r,  Sj  t. 
Si  donc  l'on  cherche  quelles  sont,  parmi  ces  surfaces, 
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celles  qui  peuvent  se  développer  sur  un  plan ,  on  sera 
conduit  à  Téquation 

(  I  ^- q*)dp* — ^pqdpdq'\'{  i "+-/?•)  dq*  î=:o  .  (4) 
Pour  Tintegrer,  on  fera/?  =  /7i^-[-/i,  m,  /i désignant  des 
constantes,  et  il  viendra  i  -f-m*-i-/i"=o, ce  qui  donne 

D'ailleurs  les  équations />==  a,  ^=6  satisfont  aussi  à 

l'équation  (4)  ^^  conduisent  à  Téquation  générale  du 

plan 

z^=aX'\'by'\'C  .  (6) 

En  appliquante  l'équation  (5)  le  procédé  du  n^  536, 
on  obtient  une  intégrale  exprimée  par  le  système 

^=(7-f-i?ïar)a-f.a?(i^m*)T  i/^  —  9a, (         ,  v 

Mais  il  est  impossible  d'en  tirer  un  résultat  réel  à  moins 
de  poser  i-[-m*=o,  ça=  c,a — c,  et  alors  on  a  simple- 
ment z=iC  :  solution  moins  générale  que  celle  qui  est 
donnée  par  l'équation  (6),  quoiqu'en  apparence  le  sys- 
tème (7)  ait  une  généralité  plus  grande,  à  cause  de  la 
présence  du  signe  de  fonction  arbitraire  <p.  Au  reste, 
puisque  les  surfaces  développables  ont  l'une  de  leurs  cour- 
bures principales  nulle,  il  est  bien  évident  que  l'autre 
doit  ^'évanouir  aussi ,  pour  satisfaire  à  l'une  des  pro- 
priétés géométriques  exprimées  par  l'équation  proposée  ; 
et  qu'ainsi  le  plan  seul,  parmi  les  surfaces  développa- 
bles, peut  fournir  une  solution  réelle  de  cette  équation. 
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*  CHAPITRE  IV. 


DE  l'iNTÉGRATIOIC  DKS  ÉQUATIOICS  aux.  DIFFERENCES 
PARTIELLES  PAR  LES  SÉRIES,  ET  EN  PARTICULIER  D£ 
l'intégration  DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES ,  A  DEUX 
VARIABLES  INDÉPENDANTES,  ET  A  COEFFICIENTS  CONS- 
TANTS. 


549.  Le  chapitre  précédent  a  mis  en  évidence  l'im- 
perfection des  procédés  par  lesquels  on  détermine,  sous 
forme  finie,  les  intégrales  des  équations  aux  différences 
partielles  d'un  ordre  supérieur  au  premier,  dans  les  cas 
peu  étendus  où  cette  détermination  est  possible.  D'ail- 
leurs le  problème  de  l'intégration  n'est  efTectivement 
résolu  que  lorsqu'on  a  déterminé,  d'après  les  conditions 
propres  à  chaque  question,  et  sans  les  restreindre,  les 
fonctions  arbitraires  qui   entrent  dans  la  composition 
(les    intégrales;  ce  qui  est  souvent  impossible,  même 
lorsque  le  signe  de  fonction  arbitraire  ne  porte  que  sur 
<Ies  quantités  réelles  ,  et  à  plus  forte  raison  lorsque  les 
procédés  d'intégration  ont  fait  arriver  sous  ce  signe  des 
quantités  compliquées  de  facteurs  imaginaires.  Aussi, 
quand    les   progrès  de  la  physique  mathématique   ont 
exigé  que  le  calcul  aux  différences  partielles  fût  cultivé 
dans  un  autre  but  que  celui  de  caractériser  et  de  classée 
<les  familles  de  surfaces,  les  géomètres  ont  dû  essayer 
<le  résoudre  d'une  autre  manière  les  problèmes  d'inté- 
gration qui  s'offraient  à  eux;  et  il  était  naturel  qu'ils 
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recourussent  d'abord  au  procédé   le  plus  ordinaire  de 
l'analyse ,  à  celui  du  développement  en  séries. 

En  général,  soit  une  équation  aux  différences  par- 
tielles de  Tordre  n  entre  la  fonction  u  et  les  variables 
indépendantes  x^y^  z^  tj  etc.  Prenons  une  variable  auxi- 
liaire 0,  composée  d'une  manière  quelconque  en  x^j'^  Zy 
ty  etc.:  on  peut  supposer  la  fonction  u  développée  en  série 
de  la  forme 

a  =  0ft»  H-  0,e*'  -f-  0,9»»  4-  etc. ;  (6) 

de  manière  que  les  exposants  oli  forment  une  suite  crois- 
sante ou  décroissante  de  nombres  constants,  tandis  que 
les  coefficients  9,  sont  des  fonctions  inconnues  de  va- 
riables indépendantes,  en  nombre  inférieur  au  moins 
d'une  unité  à  celui  des  variables  dont  u  dépend.  Si 
Ton  substitue  cette  valeur  de  u  dans  l'équation  propo- 
sée, que  l'on  ordonne  le  premier  membre  suivant  les 
puissances  de  0 ,  et  qu'on  égale  séparément  à  zéro  les 
coefficients  de  chaque  terme  du  développement,  on  aura 
une  suite  infinie  d'équations  différentielles  ou  aux  dif- 
férences partielles,  dont  chacune  renfermera  une  varia- 
ble indépendante  de  moins  que  la  proposée  ^  et  si  l'on 
parvient  à  obtenir  les  valeurs  les  plus  générales  de 
9,-, a,-,  propres  à  vérifier  cette  suite  d'équations,  la  se-» 
rie  (6j  satisfera^  aussi  de  la  manière  la  plus  générale,  «^ 
l'équation  proposée.  En  prenant  successivement  pour  h, 
chacune  des  variables  x,  y,  z,  t,  etc„  ou  des  fonctionsi 
différentes  de  ces  mêmes  variables,  on  peut  assigner  à 
u  plusieurs  développements  distincts  :  bien  entendu  que 
ces  développements  seront  illusoires,  toutes  tes  fois  qu'ils 
ne  conduiront  pas  à  des  séries  convergentes. 

Dans  ces  divers  développements,  les  coefficients  0„  dé- 
terminés de  la  manière  la  plus  générale^  pourront  néan- 
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moins  renfermer  des  fonctions  arbitraires  en  nombres 
inégaux,  selon  qu'on  aura  choisi  pour  6  telle  des  varia- 
bles indépendantes,  ou  telle  fonction  de  ces  mêmes  va- 
riables. Le  nombre  des  fonctions  arbitraires  qui  entrent 
dans  la  composition  de  ces  coefficients  ne  peut  pas  sur- 
passer Hy  mais  il  pourrait  être  moindre.  Nous  établirons 
ce  principe  d'une  manière  fort  simple  en  traitant  de  la 
construction  arithmétique  des  équations  aux  différences 
partielles,  et  il  se  vérifiera  sur  les  exemples  que  nous 
discuterons  dans  ce  chapitre. 

550.  Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  le  développe- 
ment en  série  par  la  méthode  des  coefficients  indétermi- 
nés, a  pour  but  de  donner  à  la  théorie  toute  la  généra- 
lité désirable;  mais  ordinairement  il  suffit  de  recourir 
pour  le  développement  aux  théorèmes  de  Taylor  ou  de 
Maclaurin.  Les  exposants  a^  suivent  alors  la  progression 
des  nombres  naturels.  Soit,  par  exemple,  Téquation 

du         du 
^        S' 

la  formule  de  Maclaurin  donnera 

t   /du\  t*   /'d'u\  t^     /"d^u\  , 

(fx  étant  ce  que  devient  la  valeur  de  u  quand  on  y  fait 
frzzo,  et[-j-T)   désignant   la  valeur  de    la  dérivée -y^ 

pour  la  même  valeur  particulière  t=o.  En  vertu  de  Fe- 
quation  proposée,  on  a 

/'d'u\  /"  d^u\  rd'u\ 
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moyennant  quoi  la  série  (i)  devient 

11  =  9Ar  -i — ■  .0X"\ .  o^x-\ ;r  .©'"j?  +  etc. 

^  1      '  1.2     '  1.2.3     ^ 

Mais  le  second  membre  de  cette  équation  n'est  autre 
chose  que  le  développement  de  la  fonction  ç(a:-|-ai^) 
suivant  les  puissances  de  at  :  on  retrouve  donc  de  cette 
manière  l'intégrale  sous  forme  finie 

a=:(p(j7+af),  (2) 

telle  qu'on  l'aurait  obtenue  par  la  méthode  du  n^  528. 
L'équatioD  proposée  laisse  la  fonction  ç  arbitraire^  comme 
cela  doit  être. 

Nous  aurions  pu  développer  la  fonction  u  par  le  théo- 
rème de  Taylor,  suivant  les  puissances  de  t — to^  en  lais- 
sant la  constante  t^  iudéterminée,  de  manière  à  éviter 
lexception  à  laquelle  est  sujette  la  formule  deMaclaurin, 
lorsque  le  développement  de  la  fonction  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  la  variable  cesse  d'être 
possible,  f  X  désignerait  alors  la  valeur  de  la  fonction  u 
qui  correspond  à  la  valeur  particulière  t=to.  Mais,  pour 
la  plus  grande  simplicité  des  calculs,  nous  ferons  toujours 
usage  de  la  série  de  Maclaurin  :  il  sera  facile  de  subs- 
tituer^  si  l'on  veut,  aux  développements  obtenus,  des 
développements  ordonnés  suivant  les  puissances  de  la 
variable,  diminuée  d'une  constante  arbitraire. 

551.  Passons  à  l'équation 

du €t*li  ^o\ 

di  —  d?'  ^^^ 

en  développant  l'intégrale  suivant  les  puissances  de  /,  et 
en  conservant  les  mêmes  notations  que  ci-dessus ,  on 
aura 
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d'où 

t  ^  ^ 

u=(fx+  -  . (fx H .  ç'^x H 5 . ç^* x+elc.  (4) 

On  ne  peut  plus,  comme  tout  à  l'heure,  revenir  de  la 
série  à  une  intégrale  sous  forme  finie,  du  moins  de  la 
nature  de  celles  que  nous  avons  rencontrées  jusqu'ici; 
mais,  toutes  les  fois  que  la  série  est  convergente,  elle 
détermine  la  valeur  de  u  en  fonction  des  variables  indé- 
pendantes .r,  t\  et  cette  valeur  ne  dépend  nue  de  la 
fonction  arbitraire  ?  qui  doit  être  assignée  dans  chaque 
cas  particulier. 

Par  un  procédé  absolument  semblable  on  trouverait 
pour  la  valeur  de  u^  développée  suivant  les  puissances 

de  .r, 

tt=^^+-.t^H .^'r-l ^.xrf'^H ^-7.4'''^+etc.(5) 

Les  fonctions  <];^,  'tàt  restent  toutes  deux  arbitraires,  et 
désignent  respectivement  ce  que  deviennent  les  valeurs 

de  Uj  —y  quand  on  y  fait  x=  o. 

Pour  montrer  que  les  intégrales  (4)^(5)  rentrent  Tune 
dans  l'autre,  quoique  la  première  ne  renferme  que  la 
fonction  arbitraire  ^x  et  ses  dérivées,  tandis  que  la  se- 
conde dépend  des  deux  fonctions  arbitraires  4*^,  "rf/, 
M.  Poisson  développe  les  fonctions  i^t^  x^t  suivant  les 
puissances  de  ^,  et  il  pose  en  conséquence 

k==:  A  +  B  -  +  C h  D 4-  etc. 

I  1.2  1.2.0 

t;5/=A'  +  B'--f-C'  — +D'~Î— +etc. 

I  1.2  1.2.0 

L'équation  (5)  devient  alors 


IICTIÎGHATION    PAR    LES    SÉRIES.  399 

M  =  A  +  A'-H-B-^ — hB'-^-^  +  C — ^T-7+  etc. 

I         i.a  I.2.D         i.a.0.4 

I^  I  1.2  ,1.2.3  ' 

+ (C  +  C- +  etc.)  +  etc. 

Maintenant,  si  l'on  désigne  par  f^x,  comme  cela  est 
lermis,  la  fonction  arbitraire 

X      ^  x^        ^,     x^  ^       x^ 


A  +  A'-4-B hB' 5^  +  C _-+etc., 

I  1.2  I.2..1  1.2.0.4 

e  second  membre  de  Téquation  précédente  se  confondra 
ivec  la  série  (4). 

552.  Le  théorème  de  Maclaurin  donne  encore  pour 
'intégrale  de  l'équation 

léveloppée -suivant  les  puissances  de  ty 

^t  sous  cette  forme  l'intégrale  ne  semble  dépendre  que 
le  la  fonction  arbitraire  (fx  qui  représente  la  valeur  de 
i  pour  tz=zo.  Mais  il  faut  observer  que  chacune  des 
ntégrations,  en  nombre  infini ,  indiquées  dans  le  dévc- 
oppement,  introduit  une  constante  arbitraire,  et  que  le 
ystème  de  ces  constantes,  multipliées  respectivement 
)ar  des  facteurs  variables,  équivaut  à  une  autre  fonction 
irbitraire.  En  effet  l'on  peut  écrire  : 

yç^râflr  =  B  +  A  -  +  9aJ:, 

X  X 

Jjfffxdx*  =  C  +  B  -  +  A h  93^, 

X  l  »  A  X.wSccI 

etc., 
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A,  B,  Cy  Dy  etc.  y  désignant  des  constantes  arbitraires, 
et  <f^Xf  (f^x,  Ç3X,  etc. ,  des  fonctions  qui  s'évanouissent 
avec  X.  Par  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  for- 
mule précédente,  il  vient  : 

^,         xt        x^e  a^^      .         . 

-I-  o,d:  4-  -  .ç,arH .  ^^x  -| 5  •94^:+ etc. 

+  B — hC hD o-+-«ic- 

X  1.2  X.2.0 

x^    x.a         i.2,o         1.2.0.4 

-4 (B 5-f-C 0--7+I* o    .  ^  »  etc. 

+  etc. 

Or,  si  Ton  pose 

B  -  +  C  —  -+.  D 5  -f.  etc.  =  A/, 

I  1.2  1.2.3  ^' 

on  aum 

/'  r*  /^  "  /"' 

i.a.3  1.2.0.4  1.2. 0.4*^     J^ 

oto.^ 

do  nuniort*  que  les  fonctions  i,^  Ç/,  y^,  etc.,  s'éva- 
uvHÙî^^ent  tout«^  Avtv  /  ;  et  Ton  donnera  au  développe 
meut  de  rintoi^raîe  la  tonne  svnieîrîque 

a—  A  14-     .^-+-  ^-! jr;4-etc,: 

I   *         '1.2'  1.2.0 


4  « 


-h  i/  ^-  .  '  -* •  .i.X  +  etc. 
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Quand  la  constante  A  et  les  fonctions  9.,  ^,  auront  été  assi- 
gnées arbitrairement,  toutes  les  fonctions 9,,  <{;,,  fai^'s^  ^^^^ 
s'obtiendront  par  des  quadratures.  A  tst  la  valeur  nu- 
mérique de  u  pour  le  système  de  valeurs  .r=o^  ^=0; 
A-j-ÇjjT,  A-|-^i/  sont  les  valeurs  de  u  en  fonction  de  x 
et  de  t,  qui  correspondent,  l'une  à  £=0^  l'autre  à  x=o, 
553.  Les  équations  aux  différences  partielles,  traitées 
dans  les  n^  précédents^  étaient  linéaires  :  considérons 
maintenant  l'équation  (3)  du  n"*  5479 

f^\ (   rf|f    dz        \fdz^  *    ^ 

à  laquelle  nous  avons  trouvé  pour  intégrale  singulière 

J5r=:(H-ar)97.  (8) 

Son  intégrale  générale,  développée  par  la  formule  de 
Maclaurin  suivant  les  puissances  de  .r ,  est 

-4-etc.  ; 

et  si  on  la  développe  suivant  les  puissances  de^,  il  vient 

z==Yd?+-^ ^^ --4-etc.;  (g) 

en  sorte  qu'elle  dépend  dans  ie  premier  cas  des  deux 
fonctions  arbitraires  ^ ,  xii ,  et  dans  le  second  de  la  seule 
fonction  arbitraire  ^. 

Si  l'on  considère  l'intégrale ,  au  point  de  vue  géo- 
métrique, comme  l'équation  d'un  ordre  ou  d'une  fa- 
mille de  surfaces,  on  pourra  dire  que  l'intégrale  singu- 
lière (8)  a  autant  d'étendue  que  l'intégrale  générale 
donnée  par  la  série  (9)  :  car,  pour  particulariser  l'équa- 
tioD  (8),  il  faut  se  donner  la  courbe  z=<p^  suivant 
lÉq[lielle  la  surface  coupe  le  plan  des^z;  et  de  même 

T.    II.  îi6 
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pour  particulariser  Téquation  (9),  il  suffît  de  se  donner 
la  courbe  z  =  yx  qui  est  Tintersection  de  la  surfiice 
avec  le  plan  des  xz.  Les  deux  équations  caractérisent 
donc  deux  familles  distinctes  de  surfaces,  dans  chacune 
desquelles  les  surfaces  individuelles  sont  déterminées 
par  des  conditions  de  même  nature  et  en  même  nombre. 
554.  Le  développement  des  intégrales  en  séries ,  par 
l'emploi  des  formules  de  Taylor  ou  de  Maclauriu ,  ou 
par  la  méthode  plus  générale  des  coefficients  indéter- 
minés, indiquée  en  premier  lieu,  mène  pour  l'ordinaire 
à  des  calculs  pénibles  ou  même  inextricables,  lorsque 
l'équation  qu'il  s'agit  d'intégrer  n'est  pas  linéaire,  ainsi 
qu'on  en  jugerait  d'après  l'exemple  du  n"*  précédent , 
si  l'on  voulait  prolonger  le  développement  au  delà  du 
troisième  terme.  Au  contraire ,  le  développement  de  l'in- 
tégrale en  série  prend  une  forme  aussi  simple  que  re- 
marquable ,  lorsque  l'équation  aux  différences  partielles 
est  linéaire ,  à  trois  variables  indépendantes ,  à  coeffi- 
cients constants,  et  quand  elle  ne  contient  pas  les  varia- 
bles indépendantes  dans  un  dernier  terme ,  indépendant 
de  la  fonction  et  de  ses  dérivées  partielles. 

Désignons  en  effet  par  u  la  fonction  ,  et  par  .r ,  /  les 
variables  indépendantes  :  si  l'on  substitue  dans  l'équa- 
tion proposée  la  valeur 

u  =  Ce«+P',  (C) 

C  désignant  une  constante  arbitraire  et  a,  p  des  pai-a- 
mètres  indéterminés^  l'exponentielle  et  la  constante  C 
qui  la  multiplie  s'en  iront  comme  facteurs  communs  : 
il  restera  une  équation  algébrique 

f(«,P)=o,  (f> 

à  laquelle  devront  satisfaire  les  indéterminées  a,  p,  pour 
que  l'équation  (C)  soit  une  intégrale  particulière  delà 
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proposée.  Celle-ci,  à  cause  de  sa  forme  linéaire,  sera 

donc  satisfaite  quand  on  y  substituera  pour  u  la  somme 

d'un  nombre  infini  de  valeurs  particulières  telles  que 

(C),  ou  la  série 

C,tf^'-H.'  4-  C,tf— -H.'  +  Ctf-^'+P^'  -^  etc., 

que  nous  désignerons  ordinairement,  pour  abréger,  par 

2.0*+?', 
et  dans  laquelle  il  n'y  aura  d'arbitraires  que  les  coeffi- 
cients C,  a;  les  nombres  P  se  trouvant  détermipés  en 
fonction  des  nombres  a,  au  moyen  de  l'équation  (f). 
555.,  Appliquons  ceci  à  l'équation  linéaire  du  premier 

ordre 

du         du      , 
-r-  =  il  —  -f-  ou  : 
dt  dx^ 

l'équation  (f  )  aura  la  forme  Pz=zaa-^&  ;  de  sorte  qu'on 
satisfait  à  la  proposée  en  prenant 

Pour  f  =  o ,  celte  série  donne 

«=2.06^. 

Soit  donc  ffx  une  fonction  telle  que,  si  on  la  dévelop- 
pait en  série  d'exponentielles  [  114]»  on  aurait 

la  valeur  générale  de  u  sera ,  sous  forme  finie , 

comme  cela  résulte  par  un  changement  de  lettres  de  la 
formule  (3)  du  n°  629.  Ija  fonction  9  reste  arbitraire, 
à  cause  de  l'indéterminajtion  des  coefficients  C,  a  :  elle 
sera  déterminée,  si  Ton  assigne  la  valeur  de  u  en  fonc- 
tion de  X,  pour  ^=0. 

Quand  on  fait  é=o,  on  retombe  sur  l'équation  {1). 
En  général ,  si  l'on  a  une  équation  aux  différences  par- 
tielles de  la  forme 

26. 
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[u]  désignant  ^  pour  abréger,  une  fonctioQ  linéaire  dtt 
dérivées  partielles  de  a,  par  rapport  aux  variabki 
x^j'f  Zj...  autres  que  if  on  posera  u=:pue^%  et  l'on  sort 
la  transformée  en  i' 

,55Q.  Soit  l'équation  du  second  ordre 

Féquation  (f )  devient  p*=aV)  d'où  ces  deux  valeurs 
de  0  :  y — ^ffgj  p''=— oa.  À  chaque  valeur  de  ^  correi- 
pondent  deux  séries  distinctes,  propres  à  vérifier  la  pro- 
posée,, et  qui  en  sont  des  intégrales  particulières  :  b 
somme  de  oes  deux    séries   compose  rinté^^e  ||é- 

nérale 

iis=,S.Ç'4^H^)H.S.C'^<'-^, 

équivalente  à  l'intégrale  sous  forme  finie 

tt  =  ç(a:4-ar)  +  ^{^ — «/),  (ii) 

qui  ne  diffère  que  par  le  choix  des  lettres^  de  la  formule 
(a)  du  n**  539. 

D'après  cette  analyse,  l'intégrale  générale  de  la  pro- 
posée doit  s'obtenir  sous  forme  finie  et  renfermer  n 
fonctions  arbitraires  distinctes,  lorsque  f  (a,^)  se  décom- 
pose en  n  facteurs  linéaires  p — (aa-|-è),  et  en  particu- 
lier lorsque  la  fonction  f  est  homogène  par  rapport"  aux 
indéterminées  a,  p,  ou  lorsque  Téquation  linéaire  aux 
différences  partielles  ne  renferme  que  des  différences 
partielles  du  même  ordre  [544]* 

Les  deux  fonctions  arbitraires  ^j^  qui  entrent  daa:> 
rintegrale  (1 1),  se  déterminent  sans  difficulté  lorsqu'on 
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assigne  deux  fonctions  ^r,  &:,  dont  la  première  repré- 
sente la  valeur  de  u  et  la  seconde  celle  de  --=- ,  pour  t=io. 

Effectivement,  d'après  ces  données,  on  a 

çar-|-<jar=yj?,     (f'x — <]/a:  =  -  .  f;r. 

V» 

Par  l'intégration  de  la  seconde  de  ces  équations,  il 
vient 

Fx  désignant  une  fonction  connue  de  x,  et  c  une  cons- 
tante arbitraire. 
De  là  on  tire 
Çlr=i(/a^  +  Fx-^£?),     <|u?==7(/;r-- Fa;  —  c), 
et  par  suite 

u=»i[/{x-+'at)  +/{a:—at)  ^F{x+at)—F{x  —  at)],  ( la) 
la  constante  arbitraire  c  ayant  disparu. 
557.  Reprenons  l'équation  déjà  traitée 

du d'à 

pour  laquelle  l'équation  (f)  se  réduit  à  p=:a*.  Suivant 
qu'on  se  sert  de  cette  équation  pour  chasser  les  coeffi- 
cients P  ou  les  coefficients  a,  on  a  les  deux  dévelop- 
pements 

a=S.Ce^+«%  (i3) 

Si  l'on  développe  la  série  (i3)  suivant  les  puissances  de  f, 
il  vient 

tt  =  2.C^-1 — .2.Ca'6^H .2.CaV*-f-etc., 

I  i.a 

développement  qui  se  confond  avec  la  série  (4)^  quand 

on  pose  2.  C^=(pa;,  la  fonction  arbitraire  fj;  désignant 

toujours  la  valeur  de  Uy  pour  ^=0. 
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On  trouverait  de  même,  ea  dévieloppant  le  second 
membre  de  l'équation  (i4)  suivant  les  puissances 
de   X  : 

+  - .  (2.  CVfP^—  2.  C"v/|ï^*^"0 

Si  maintenant  on  pose 

'tàt—'L.  C  Vp'tfP'' — 2 .  C  l/p!?tfP"S 
on  retombera  sur  la  série  (5).  Pour  montrer  que  les 
deux  fonctions  ^^'tà  sont  arbitraires  et  indépendantes 
l'une  de  l'autre,  nous  ferons 

2.  CcP'= V^,    2.  Cd^'  =  m, 
d'où 

tj^=vf+m,  (i5) 

trf^=V;— n/.  (i6) 

A  la  place  de  cette  dernière  équation  l'on  peut  écrire 

xjj"  étant  une  fonction  qui  dérive  de  xj  par  une  opération 
inverse  de  celle  au  moyen  de  laquelle  les  fonctions  V„  11^, 
dérivent  respectivement  des  fonctions  W,^  (')•  ^^"  **''^* 
des  équations  (i  5)  et  (17)  : 


(*)  De  Téquation  X.CeP''  =  vr  on  tire 


2 .  C'(p')-'»e?''  =y\»)v/.  r//«, 
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en  sorte  que,  quelles  que  soient  les  fonotioos  ^jXi  qui 
peuY^it  être  choisies  arbitrairement,  les  fonctions  H!*,n, 
et  par  suite  les  séries  2.  CV,  2.CV'  se  trouvent  tou- 
jours déterminées. 

Si  Ton  avait  développé  la  série  (i3)  suivant  les  puis- 
sances de  X,  on  aurait  eu 


X  _        ..  A"* 


«  =  2.0*'  +  -.2.Cae*''H .£.CaV*'-hetc.; 

I  i.a 

et  ce  développement  coïncide  encore  avec  la  série  (5) 
quand  on  pose 

mais  alors  les  deux  fonctions  ^,vi  ne  sont  plus  indépen- 
dantes :  on  a  entre  elles  une  relation  qui,  suivant  la  no- 
tation ci-dessus  employée,  s'exprimerait  par  t;;j/=<|//,  ou 
X!i^ù=^t;  ce  qui  revient  aussi  à  supposer  nulle  la  fonc- 
tion n  dans  les  équations  (i  5)  et  (17).  Ck>nséquemment 
la  série  (i3)  doit  être  considérée,  ou  comme  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (3),  ou  simplement  comme  une 
intégrale  particulière,  selon  que  cette  série  est  conçue 

n  désignant  un  nombre  positif  et  entier  quelconque.  On  peut  écrire 
par  analogie 

et,  en  vertu  de  cette  notation ,  remplacer  les  équations  (16)  et  (17) 
par  les  suivantes  : 

l.e  calcul  des  diffërentielles  et  des  intégrales  à  indices  fractionnaires , 
admis  comme  une  conséquence  du  développement  des  fondions  en 
séries  d'exponentielles,  est  l'objet  d'un  mémoire  important  de 
M.  Liouville,  inséré  dans  le  ai*  cahier  du  Journal  de  l'École  jm- 
iytechnique. 
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ordonnée  suivant  les  puissances  de  /  ou  suivant  les  puis- 
sances de  2?  :  ce  qui  revient  à  dëterminer  les  paramètres 
arbitraires  qu'elle  renferme,  au  moyen  de  la  valeur  de  u 
en  fonction  de  x  pour  t=o,  ou  au  moyen  des  valeurs  de 

a  et  de  -T-  en  fonction  de  t  pour  x=:o. 

Nous  Ignorons  si  Ton  a  remarqué  cette  singulière 
propriété  de  certains  développements,  de  représenter  à 
la  fois  une  intégrale  générale  et  une  intégrale  particu- 
lière. Cette  remarque  contredit  même  Tassertion  avan- 
cée par  mégarde  par  M.  Poisson  ('),  que  Ton  peut  déve- 
lopper la  série  (  1 3)  de  manière  à  la  rendre  identique 
avec  la  série  (5). 

558.  Reprenons  aussi  l'équation 

qui  donne  pour  (f),  ap=i,  d'où 

«=2.0"'*'î',  (i8) 

et  en  développant  suivant  les  puissances  de  t^ 

a=2.C<î«'-+--.2.C^ 1 .Ï.C  — +etc. 

I  a         i.:2  a* 

,  Comme  on  peut  poser  ç:r=:2.  C^,  il  est  évident  que 
ce  développement  rentre  dans  la  série  (7).  Seulement, 
quand  la  fonction  9  a  été  assignée,  et  que  les  coefficients 
C,a  sont  par  cela  même  déterminés,  tous  les  termes  des 


séries 


2.C  —  z=zf<fxdx^     2.  —7- =#9^^%  etc., 

se  trouvent  aussi  déterminés  complètement;  en  sorte  que 
les  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales 

(')   Théorie  de  la  chaleur,  p.  139, 
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Jffxdx^JJ^dx^^  etc.,  sont  elles-mêmes  complètement 
déterminées.  Par  conséquent,  la  série  (18)  ne  donne 
qu^une  intégrale  particulière  de  l'équation  (6),  et  non 
pas  une  intégrale  générale  ou  complète,  comme  on 
le  lit  à  la  page  149  de  l'ouvrage  cité  tout  à  l'heure. 
L'équation  (6)  serait  également  vérifiée  si  l'on  prenait 

tts=3A  sin(owrH-  P^) -h B cos (oar -|-  P^), 

pourvu  qu'on  eût  entre  les  paramètres  a,^  l'équation 
de  condition  aP-j"i==o.  Donc  on  satisfera  à  Téquation 
(6)  en  posant 

a=:2  KsvàioLX j+  B cosT our j  j î 

mais  ce  ne  sera  encore  qu'une  intégrale  particulière  de 
la  proposée  ;  et  lors  même  qu'on  écrirait 

a^sS.Âsinf  a'd? ■A-^'L.^cosicCx j  j? 

l'intégrale,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer,  n'aurait 
pas  plus  de  généralité. 

559.  En  général,  comme  les  constantes  arbitraires 
C,  a,  P  peuvent  être  supposées  imaginaires  aussi  bien  que 
réelles,  il  est  clair  qu'à  toute  série  d'exponentielles  il  est 
permis  de  substituer  une  série  de  sinus  et  de  cosinus,  et 
réciproquement.  La  nature  du  problème  détermine  la 
nature  des  fonctions  qui  doivent  rester  dans  la  solution 
finale,  après  qu'on  a  déterminé  toutes  les  constantes  ar- 
traires  et  fait  évanouir  les  signes  d'imaginarité. 

Si  l'équation  (f)  était  telle  que  lés  paramètres  a,p  ne 
passent  pas  être  réels  en  même  temps,  on  serait  parla 
même  averti  de  la  nécessité  d'introduire  dans  la  série 
des  fonctions  circulaires  à  la  place  de  certaines  expor 
aentielles.  Ce  cas  s'offrirait  pour  l'équation 
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à  laquelle  se  réduit  l'équation  (lo)  quand  oa  donne 
à  la  constante  a  ta  valeur  l/^T.  On  y  satia&it  en 
posant 

u^X.(A'sînct'x  +  B'co»  a.'x)^'' 
+  S.(A'sine(''*r+  B*  cos  ix.'x)e~''"'. 

Désignons  ^wjk  et  par  £r=  y^les  valeurs  de  u  et  de 

du 

-T-  pour  ï=  o  :  on  aura 

2.(A'9ma'j:+B'coi«';r)=ï(/j:4-F*  +  c),    I,    , 
2.(A'sina'':r+B'cosa'x):=-i(/i  —  Fjt — c),   j  ^"' 

(■  indiquant  une  constante  arbitraire;  et  quelles  que 
soient  les  fouctions^^  F,  mathématiques  ou  empiriques, 
pourvu  qu'elles  ne  deviennent  point  infinies,  on  poum, 
d'après  les  formules  du  chapitre  XII  du  cinquième  livn^ 
déterminer  tous  les  coefficients  A'jB'ja';  A^B",»",  Ae 
manière  à  satis&îre  aux  équations  précédentes,  an 
moins  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  des  limites 
(Ion  nées. 

L'intégrale  sous  forme  finie  de  l'équation  (^19)  serait, 
d'après  la  formule  (1  a). 


=^[/<^ 


+  (1/^)  — F(.f  — fi/=7)1 


la  caractéristique  F  ayant  la  même  signification  que 
(tans  les  équations  (ao);  et  cette  intégrale  devient  illu- 
soire, du  moins  pour  le  calciU  numérique  des  valeurs 
de  »,  brsqoe  kft  fouMâpw/.F  n'ont  pas  d'expressions 
;tlgebrique»^M4lMl4^    ^^isse  substituer  les  «■■ 
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leurs  xzht\//^^j  de  manière  à  faire  disparaître  les 
signes  d'imaginarité. 

560.  Les  équations  aux  différences  partielles,  linéaires 
et  à  coefficients  constants,  s'appliquent  surtout  à  des 
problèmes  de  mécanique  et  de  physique  mathématique, 
dans  la  résolution  desquels  il  est  permis  de  négliger,  h 
cause  de  leur  petitesse,  les  produits  et  les  puissances  su- 
périeures de  certaines  quantités  variables.  Pour  détenni- 
ner  les  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  les  inté- 
grales, il  faut  assigner  les  valeurs  initiales  dé  certaines 
fonctions  dans  Tétendue  limitée  d'un  système  matériel  à 
une,  deux  ou  trois  dimensions  :  rien  n'assujettit  d'ail- 
leurs ces  fonctions  à  comporter  une  expression  mathé- 
matique; elles  doivent  seulement,  dans  l'étendue  du 
système  matériel  pour  lequel  elles  sont  données,  conserver 
des  valeurs  déterminées  et  finies,  parce  qu'elles  mesurent 
des  grandeurs  physiques,  essentiellement  finies  et  déter-^ 
minées.  Les  formules  du  chapitre  XII  du  cinquième 
livre,  et  toutes  celles  qui  sont  propres  à  représenter  dans 
une  étendue  limitée  une  fonction  quelconque,  mathé- 
matique ou  empirique,  s'appliquent  donc  essentiellement 
au  développement  des  intégrales  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles,  dans  lesquelles  les  fonctions  arbitraires 
doivent  être  déterminées  d'après  des  données  physiques. 
Aa  contraire,  les  développements  en  séries  d'exponen- 
tielles ne  sont  applicables  que  quand  les  fonctions  ar- 
bitraires initiales  comportent  une  expression  analytique; 
et  alors,  sauf  l'exception  résultant  de  la  divergence  des 
,  ils  représentent  les  fonctions  développées  pour 
Jes  valeurs  possibles  des  variables, 
il) 561.. L'équation  la  plus  simple  à  laquelle  on  puisse 
— "[dique^  œ  que  nous  venons  de  dire  sur  la  détermina* 


#  - 
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tion  des  fonctions  arbitraires  d'après  des  données  phy- 
siques, est  l'équation  des  cordes  vibrantes  [539] 

de^""  d^' 

dans  laquelle  /  désigne  le  temps,  j:  Tabscisse  d'un  point 
de  la  corde  en  mouvement,  ii  l'ordonnée  de  ce  point  qui 
serait  nulle  dans  l'état  de  repos,  et  a  un  coefficient  qui 
dépend  de  la  tension,  du  poids  et  des  dimensions  de  la 
corde.  Les  deux  extrémités  de  la  corde  vibrante  ayant 
pour  abscisses  ^=o  et  ^=/,  et  ces  deux  extrémités 

étant  fixes,  les  valeurs  de  ii  et  de  -^  sont  nulles  pour 

dt 

X — o  et  ar=/,  quel  que  soit  t  :  à  l'origine  du  niouvement, 
et  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  /,  on  a 

u  =/xj  —  =  £r ,  les  fonctions  fx ,  tx  étant  assujet- 

ties  à  la  condition  d'avoir  des  valeurs  finies  et  déter- 
minées. 

On  satisfait  à  l'équation  (ai)  en  prenant 

ii=3X(A  sin  aoU  +  B  cos  aoU)  sin  ax;  {22) 

et  si  l'on  pose 

a=f^,  (a3) 

I  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  on  satisfait  à 
la  condition  que  les  fonctions  11,  -j-  s'évanouissent  pour 

.r=:o  et  pourx:=/,  quel  que  soit  L  L'équation  (22) 
devient 

i/  =  2f  Asm  — j — h  Bcos  -7— J  sm  — r-» 

et  il  ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  les  coefficients 
A,  B  en  fonction  de  l'indice  1.  Pour  indiquer  cette  dé- 
pendaooei  m  Bi  au  lieu  de  A,  B. 
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Or,  d'après  les  conditions  exprimées,  il  vient 

.    «car       ^  hca  .     .    iiça:      ^ 

2.B,- sin  — -'r=yj:,     £•  -y-  A,sm  -y-  =  fo; 

et  l'on  satisfera  [43o]  à  ces  dernières  équations  entre  les 
limites  a:=o^  x=zl^  quelles  que  soient  les  fonctions  fx^  ' 
£r,  si  l'on  prend 

562.  L'équation 

du        ^ttu  .    . 

qui  se  confond  avec  l'équation  (3)  quand  on  prend,  pour 
plus  de  simplicité,  0=1,  a  lieu  entre  la  température  u 
de  la  section  droite  d'une  barre  cylindrique  homogène, 
le  temps  t  et  l'abscisse  x  de  cette  section,  comptée  de 
l'une  des  extrémités  de  la  barre.  On  désigne  par  a  un 
coefficient  qui  dépend  de  la  conductibilité  de  la  barre 
et  de  sa  capacité  pour  la  chaleur,  par  /la  longueur  de 
la  barre;  et  l'on  prend  pour  zéro  de  l'échelle  thermo- 
métrique la  température  (supposée  constante)  du  milieu 
dans  lequel  elle  est  plongée.  En  conséquence  il  faut 
que ,  pour  x=o  et  x=Jy  on  ait  u=Oj  quel  que  soit  t. 
Il  faut  de  plus  que,  pour  ^±=0,  u  se  réduise  à  une  fonc- 
tion Jx,  arbitrairement  donnée  entre  les  limites  x=o^ 
x=l,  et  qui  exprime  l'état  initial  des  températures  de 
la  barre. 

On  satisfait  à  l'équation  (24)  par  la  série 

a  ==3 2.  A  sin  ûurd~****';  (a5) 

et  si  l'on  prend,  comme  dans  l'exemple  précédent, 

ac=:j,  (q3) 

on  aura  tenu  compte  des  conditions  qui  se  rapportent 
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aux  deux  extrémités  de  la  barre.  Il  suffira  ensuite  de 
faire 


'=7/0'^^ 


sin-y-./Ç4, 

pour  que  la  valeur  de  1/,  qui  répond  à  /==:o,  représente 
l'état  initial  des  températures  de  la  barre. 

563.  Dans  les  deux  applications  qui  viennent  d'être 
faites,  on. peut  considérer  les  valeurs  du  paramètre  a, 
données  par  la  formule  (23),  comme  les  racines,  en 
nombre  infini ,  de  l'équation  transcendante  sin  (th=o  : 
en  général  on  a  pour  déterminer  la  série  infinie  des  va- 
leurs de  a  une  équation  transcendante,  mais  de  forme 
plus  compliquée  et  telle  qu'on  n'en  peut  déterminer 
que  par  tâtonnements  les  racines  consécutives. 

Supposons  les  mêmes  données  que  dans  le  problème 
précédent,  si  ce  n'est  que  la  fonction  u,  au  lieu  d'être 
constamment  nulle  pour  x=:lj  devra  à  cette  limite, 
et  pour  toutes  les  valeurs  de  tj  vérifier  l'équation  diffé- 
rentiel le 

2  -I-  Â«  =  o.  (a6) 

Ce  nouveau  problème  se  rapportç  à  la  détermination 
(les  températures  d'une  sphère  homogène,  plongée  dans 
un  milieu  dont  la  température  est  constante,  et  primiti- 
vement échauffée  de  manière  que  tous  les  points  à  égale 
distance  du  centre  aient  la  même  température.  La  va- 
riable X  désigne  la  distance  d'un  point  au  centre  de  la 
sphère;  la  fonction  u  est  le  produit  de  la  température 
dn  point  dont  il  s'agit  par  la  distance  «r;  /est  le  rayon 
de  la  sphère.  La  condition  d'avoir  w=:o,  pour  x==o^ 
quel  que  soit  t^  résulte  de  ce  que  la  température  du 
centre  ne  peut  pas  devenir  infinie  [458];  et  l'existence 
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du  l'équation  (26),  dans  laquelle  h  exprime  un  coefficient 
constant,  est  une  conséquence  de  la  déperdition  de  cha- 
leur qui  s'opère,  par  rayonnement  et  par  contact,  à  la 
surface  de  la  sphère. 

La  valeur  de  u  sera  toujours  donnée  par  la  formule 
(a5)  :  mais  en  vertu  de  l'équation  (26),  les  paramètres 
a  devront  être  les  racines  de  l'équation  transcen- 
dante 

acosa/+ Asina/=o.  (27) 

Admettons  qu'on  ait  calculé  ces  racines  :  il  s'agit  de  dé- 
terminer les  coefBcients  A  de  manière  que,  pour  ^=0^ 
//  se  réduise  à  une  fonction^,  assignée  arbitrairement 
entre  les  limites  .r=:o,  x=d.  Voici  la  méthode  donnée 
par  M.  Poisson  pour  effectuer  cette  détermination,  et 
pour  démontrer  en  même  temps  que  l'équation  (27)  ne 
comporte  pas  de  racines  imaginaires. 

564.  Multiplions  par  sin  (Lcdx  les  deux  membres  de 
réquation  (2/1),  et  intégrons  entre  les  limites  :r=o,;z;^==/: 
îl  viendra 

Jo  ,/  *  .         d'à  -  ,  ^. 

L'intégration  par  parties  donne  : 

ri  .         d^u,        [du  .        V         ri  du. 

I    sm  ûtr -r- air  =   -T- sm  «oî  I   — al    cosotr -,-alr, 
Jo  dûf  \dx  Jo       Jo  dx 

I    cos  dx-j-dx-zz^X  u  cos  tue  \   +a I    usm  tixdx^ 
d'où 

ri        d'u        rdu  T      fi 

I  sinctr-7--ctr=  -=-sinûu?— oucosoj;  —a"/  usinuxdx. 
/o  dx*  [dx  Jo     Jo 


Pour  x=Of  on  a  2^=0,  sin  aj;=o;  pour  x=ly  on  a,  en 
vertu  de  l'équation  (a6), 
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du 

^iiiiaj:«-«-«iiootcjrs=  —  ii(Aim«/+«cot«/), 

quantité  nulle  à  cause  de  rëquatUm  (27).  En  ooiMé< 
quence  Pëqualion  (a8)  se  réduit  à 


-JZ-^ •"ff'u 


«•inojMfcr, 


et  elle  a  pour  intégrale 

0  sin  axdx  =<  Ct""^"^, 
o 

C  désignant  la  valeur  dé 


/. 


/^" 


mcupdas, 
qui  correspond  à  i==o,  c'est-à-dire  l'intégrale 


^yor.sin 


On  aura  donc,  par  rélimination  de  la  constante  Ç, 

Si  nous  substituons,  dans  cette  dernière  équation  la 
valeur  de  u  en  série,  donnée  par  la  formule  (a5),  il 
faudra,  pour  l'identité,  qu'il  ne  reste  dans  le  premier 
membre  que  le  terme  correspondant  à  la  racine  a  em- 
ployée dans  le  second  membre.  En  conséquence,  pour 
toute  autre  racine  a',  numériquement  différente  de  a, 
on  aura 

/    sin  ax  sin  a'xdx  =  o ,  (3o) 

et  l'équation  (29)  donnera  simplement 

a/   sin' ox^x  s=3 /    fx. sin  cLzdXy 
ou  bien,  après  la  première  intégration  ipffectuée, 
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sin  OLxdx 


2olI     fx.sh 
A JUl^^ 


olI — sin  olIcosolI 


d'où 


a  I    fx .  sin 
—  oT.    J9 


OLxdx 


u=^vèZ.  -^4 : — f F-  sin  oca?.«-**«%        (3i) 

a/ — sma/coso/ 

ce  qui  détermine  complètement  la  valeur  de  u. 

Il  faut  remarquer  que,  si  a  est  une  racine  de  l'équa- 
tion (27),  — a  en  est  une  autre;  mais  on  ne  donnerait 
pas  plus  de  généralité  à  la  solution  en  tenant  compte 
des  racines  négatives,  puisque  la  somme  de  deux 
termes 

A,  sin  otr.é^*"''  -+-  A,  sin  ( —  ajr).tf-«*«'' 

équivaut  à 

(Aj  —  A,)  sin  aar.a-«*«''=  A  sin  oar.d-****', 

le  paramètre  a  ne  devant  plus  recevoir  maintenant  que 
des  valeurs  positives. 

565.  Au  moyen  de  l'équation  (3o)  on  prouve,  comme 
nous  l'avons  annoncé,  que  l'équation  (27)  n'admet 
point  de  racines  imaginaires.  Soit  en  effet  a=[ji.-|-v  l/^HT 
une  racine  imaginaire  de  Téquation  (27)  :  celle-ci  aura 
une  autre  racine  imaginaire  conjuguée  a=(x. — v^/HT; 
et  l'équation  (3o)  deviendra,  après  les  transformations 
ordinaires , 

\  f  [sin*fiar(tf«  +  tf-*')"-hcos"fxa:(tf*— tf-^*)']flfcc=o, 

équation  impossible^  puisque  tous  les  éléments  de  l'in- 
tégrale qui  en  constitue  le  premier  membre  sont  essen- 
tieUement  positifs. 

On  trouve  en  effectuant  l'intégration  : 

T.  II.  27  . 
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i 


•    ^  j        sin(a — «0^      mï(a  +  a')l 


sin  OLX  sin  tixdx^=s^i^  .^^^g. ^  — j -^ 

o  a(a — or)  a(a  +  aQ 

a'tina/oo8a7 — asinoe'/oosa/      »  , 

= — ^ — ^zz^ii •  n 

Comme  a,  et'  désignent  des  racines  de  Téquation  (27),  le 
numérateur  de  cette  dernière  fraction  est  nul  ;  et  l'on 
vérifie  ainsi  l'équation  (3o),  déjà  démontrée  par  un  rai- 
sonnement indépendant  de  la  forme  particulière  de  la 
fonction  soumise  au  signeyi 

Pour  a'=3«,  le  dernier  membre  de  l'équation  (3a)  se 
présente  sous  la  forme  l^  et  sa  vraie  valeur,  trouvée  par 
la  méthode  <»dinaire,  est 

a/ — sinoc/cosa/ 
Zi  ' 

comme  on  Ta  obtenue  en  calculant  directement  i'inté- 
graley^' sin  *fltriir. 

566.  Faisons  dans  l'équation  (3 1  ),  £=30  :  la  fonction  u 
devra  se  réduire  ^fx  entre  les  limites  jg.  o^x^ssl^  étVmi 
aura,  en  remplaçant  pour  plus  de  netteté  sous  le  signa 
d'intégration  la  variable  x  par  une  variable  auxi- 
liaire ^j 

a/   /Ç.sinotÇrfÇ 

fa:=p  22 .  -^ : 1 >•  sm  ax. 

•'  tu  —  sinalcosal 

Ce  sera  une  nouvelle  formule  de  développement  de  la 
fonction  fxj  analogue  à  celles  du  chapitre  XEL  du  cin- 
quième livre,  et  aussi  rigoureusement  démontrée,  quoique 
d'une  manière  indirecte.  Les  formules  de  cette  espèce 
peuvent  être  indéfiniment  multipliées  comme  les  équa- 
tions linéaires  aux  différences  partielles  auxquelles  elles 
correspondent;  mais  elles  ne  peuvent  être  employées 
avec  sécurité  qu'après  qu'on  a  établi  rigoureusement  la 
convergence  des  séries  qu'elles  engendrent. 
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567.  S'il  y  avait  trois  variables  indépendaates  x^y^t 
dans  l'équation  aux  différences  partielles  y  linéaires  et  à 
coefficients  constants,  ou  pourrait  prendre  pour  inté- 
grale particulière 

et  l'on  aurait  entre  a,  ^^y  une  équation  de  condition 

f(a,P,Y)  =  o,     ou     y  =  <p(a,P), 
qui  laisserait  deux  de  ces  paramètres  indéterminés.  En 
conséquence  on  pourrait  prendre  pour  intégrale  géné- 
rale 

a  =  2;2.C««'+ftH-'?(«.P), 

le  double  signe  2^  indiquant  qu'il  faut  combiner  succes- 
sivement toutes  les  valeurs  possibles  de  a  avec  toutes 
les  valeurs  possibles  de  ^.  La  valeur  précédente  de  u  su- 
birait des  transformations  analogues  à  celles  qui  ont  été 
exposées  dans  le  courant  de  ce  chapitre,  à  propos  du 
développement  des  fonctions  de  deux  variables.  Mais 
en  général  de  tels  développements,  quand  le  nombi*e 
des  variables  indépendantes  surpasse  deux,  sont  inap- 
plicables à  cause  de  leur  prolixité.  Il  faut  substituer 
alors  à  l'emploi  des  séries  infinies  celui  des  intégrales 
définies,  et  cettq  substitution  sera  l'objet  du  chapitre 
suivant. 


a;. 


*  CHAPITRE  V. 


DE  L'iNTiGllATION  DES  EQUATIONS  LINÉAIRES  AUX  l)If- 
FjSrENGES  partielles  ,  PAR  LE  MOYEN  DES  INTÉ- 
GRALES  DIÉFINIES. 


568.  Nous  avons  trouvé  [55 1]  pour   l'intégrale  de 

l'équation  ^  ^ 

du d^u  .  X 

di—d^'  ^'^ 

la  série 

u=^9x  4- -.9  a: H .ç'^'j:-! 5  .©^o: -4- etc. :    {2) 

I    ^  1.2  1.2.3    ^  ^ 

cette  série  à  son  tour  est  susceptible  d'être  sommée  ou 
exprimée  sous  forme  finie ,  par  une  intégrale  définie. 
En  effet,  d'après  les  formules  connues  [4o3] 

6— Vcd  =  V/^i,     {a)     I        er-*^(ù^^'d(ù  =  o  y   {b) 


f- 


1.3.5. .  .(21  —  i) 


00  

a— *ci)«Vfo)  =  *'"""' ">^' ^ .  v^,  (c) 


l'équation  (2)  prend  la  forme 


^ r^.9'^x4-etc.  \e-^diù 

1.2.3.4  J 


=  é='l       î(-^  -+■  ^^V^y-d^-  (3) 

On  aurait  aussi 

I     /*• 
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et  par  conséquent , 

tky/'K  J  — 00 
En  mettant  l'expression  sous  cette  forme,  on  voit  mieux 
qu'elle  s'applique  aux  valeurs  négatives  de  t  comme  aux 
valeurs  positives  :  les  termes  affectés  d'imaginarité,  pour 
t  négatif,  se  détruisant  mutuellement  sous  le  signe/*;  et 
en  effet  rien  n'empêche  de  donner  à  t  des  valeurs  né- 
gatives  dans  la  série  (2) ,  d'où  l'expression  (S)  est  déri-' 
vée. 

Celle-ci  se  tire  encore  très-simplement  de  la  formule 

[557] 

14=2.0^+**'; 

4 

car  l'équation   (a)  donne,  quand  on  y  remplace  o)  par 
a> — al/7, 

/•oo 


/: 


—00 
d'oïl 


-;= .  /  a—  <**  -f-  aflû«V/  'td<ù ,  (4) 

^ti  J  — 00 

et  par  suite 

I     r* 

formule  qui  coïncide  avec  (3)  lorsqu'on  remplace,  comme 
cela  est  permis, 

2 .  Oa(«  -h  a«v^7)     par     <p(:r  +  20)  V/T). 

Pour  l'emploi  de  cette  formule,  la  fonction  f ,  quoique 
arbitraire,  doit  cependant  être  supposée  telle  que  le 
produit  ç  (j:-j-2ft)|/7)  e~^^  s'évanouisse  pour  a)=±QO , 
quels  que  soient  t  et  x^  afin  que  l'intégrale  conserve  tou- 
jours une  valeur  finie.  Au  moyen  de  cette  restriction 
on  peut  reconnaître ,  par  un  calcul  direct ,  que  l'équa- 
tion (3)  satisfait  à  la  proposée. 
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569.  L'équation  -— -=:  u  a  pour  intégrale  complète 
[552] : 

lO        (i-î*)'       (1.2. 3)' 

^            I               i.a  ^           i,2.3 
•+-4'.^  +  ~4»^+— •^'s^H 5-4*4^ -f- etc. 

I  1*2  I.2.0 

Désignons  par  <p^,  ^  fies  dérivées  des  fonctions  «p^,  ^i^: 
on  aura 

i.a.o. . .(« — ')y  o 

^'Z  =» 5— -T: N  1       (^  —  w)'-'^û)cfc). 

1.2.0,  .  .(« l)y  o   ^  '        ^ 

En  effet ,  l'intégration  par  parties,  répétée  i  fois,  donne 

f{x  —  <oy-'cpO)rfû)=z:(j: — û))'-'<pj<i)-f-(«  •—  l)  (x — û))*"*©,© 

-{-(Z — iX^ — 2)(x — (»)y-^(P3(o+...+  («— 1)(«— 2)...3.2.I(p,«; 
à  la  limite  û)=:o,  toutes  les  fonctions  <p,  w  s'évanouissent 
en  vertu  de  la  définition;  à  la  limite  ct)=^,  tous  les 
termes  du  second  membre  qui  ont  x — w  pour  facteur 
s'évanouissent  aussi,  et  l'on  trouve  pour  ^iX  la  valeur 
écrite  plus  haut.  Le  même  calcul  s'applique  à  la  fonc- 
tion ^it. 

Il  viendra ,  en  conséquence  de  cette  transformation , 

«  =  A(i  +  ^  +  ^^-^  +  ^^-^-3y,  +  etc.) 

En  désignant  toujours  par  i  un  nombre  entier  positif, 
on  a  [4o4] 
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.    .    ,        1 .3.5. .  .fa» — i)  ic 
3in*'arfa  = 5-^ -  •  -  ? 


ou 


7 5 TT  = 5 ;  /     sin»'owfa. 

(l,2.0.  .  .*)*  1.2.0.  .  .2iy  o 

On  peut  donc  mettre  la  première  partie  de  la  valeur  de 
u  sous  la  forme 


2 

TT 


-AI    (  iH sm*a-4 5— rsm*a4- etc.  laa 

^  J o  \         1.2  1.2.0.4  y 


Pour  les  deux  autres  parties  de  la  valeur  de  w,  dont 
la  composition  est  analogue ,  il  sera  plus  simple  de  chan- 
ger les  exponentielles  en  cosinus ,  et  l'on  aura  définiti- 
vement : 


'-'S 


e«  ^irf .  «in*  « -f.  ^— a  V/ 5.  •in"  aVfa 

-4--  /         /  *  cos(2  !//(«  -,  X)  sin*a)flfa  |  ^pwfifc) 

+  -/         /  *cos(2V^;r(«-0sin*a)daji|w*A). 

Nous  tombons  ici  sur  des  intégrales  définies  doubles, 
tandis  que  nous  avions  obtenu  l'intégrale  de  l'équa- 
tion (i),  exprimée  par  une  intégrale  définie  simple. 

570.  Afin  de  donner  un  exemple  de  l'intégration  des 
équations  linéaires  à  coefficients  variables,  prenons  l'é- 
quation 

du d^u      ku  .^v 

di~d^~'^'  ^  ^ 

qui  admet  pour  intégrale  particulière  wzrzjre/^^  pourvu 
qne^  déf  igné  une  fonction  de  la  seule  variable  x,  assu- 
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jettie  à  vérifier  l'équatioa  différentielle 

L'intégrale  de  cette  dernière  équation  renfermera  deux 
constantes  arbitraires  A,  B  ;  et  l'on  peut  prendre  pour 
inti^grale  complète  de  l'équation  (5),  u=S.  j-e",  la 
somme  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  possibles  des  cons- 
tantes A,B,a. 

Pour  la  commodité  du  calcul ,  remplaçons  a.  par  a  et 
k  par  m  {m. — i  )  :  l'intégrale  complète  de  l'équation  (6) 
ser^,  d'après  la  formule  (17)  du  n°47'T 
j-  =  Aj;-/"B"™-sin'--'«<Aù  +  Bj'— /  "fi'«*'sin'~»wAi. 

Substituons  cette  valeur  Aey  dans  l'équatiqn  u — S.^g''', 
l't  remplaçoDS-y  ensuite  e^'  par  sa  valeur  tirée  de  l'é- 
quation (4),  en  accentuant  les  u  qui  entrent  dans  cette 
dernière  équation,  pour  éviter  de  les  confondre  avec 
ceux  qui  entrent  dans  l'expression  de  ^  :  il  viendra 

m=~jr  j         r*p:.  A«^— ^-'v^]«^-■*am— »A»'A 
■+.-Aj?'-"/         /  "rS.Bi!^-«-+'V?l«--'sin— —iw^ù)'^; 

V'n         J-mJo    ^ 

et  si  l'on  pose 

on  aura  plus  simplement 

(■--ijr"/  /     f^x  vos  m  +  3t\y€~''  sin""''  tdm'dtt 

-i-  r'""/         /     ^jrcos«t+»"VT«—'sin— "■•**#'4*fc 
D'aill«un  M.  ft>ittO»  «,  jJMOtré  (''  que.  notu^istuit 


INTÉGRATION    PAR   LES    INTÉGRALES   DÉFINIES.    425 

la  présence  des  deux  signes  de  fonction  <p ,  ^ ,  l'intégrale 
ne  dépend  que  de  la  fonction  arbitraire  de  Xj  qui  repré- 
sente la  valeur  de  u  pour  ^=o. 

571.  Les  artifices  de  calcul  à  l'aide  desquels  on  vient 
dexprimer  par  des  intégrales  définies  les  intégrales 
complètes  de  diverses  équations  aux  différences  par- 
tielles, ne  procèdent  point  d'une  méthode  uniforme:  on 
peut  recourir,  comme  Fourier  l'a  fait  le  premier,  à 
d'autres  considérations  qui  se  rattachent  plus  étroite- 
ment à  la  propriété  fondamentale  des  équations  li- 
néaires. 

Prenons  encore  pour  exemple  l'équation 

du d^u 

'di      dx^^ 

à  laquelle  on  satisfait  par  la  valeur  particulière 

u  =  ker"^*'  cos  a(^ — Ç) , 

A,  a,  ^  désignant  des  paramètres  indéterminés.  Au  lieu 
d'attribuer  à  ces  paramètres  des  valeurs  séparées  par  des 
intervalles  finis,  rien  n'empêche  de  supposer  qu'ils 
passent  sans  discontinuité  par  une  infinité  de  valeurs; 
et  même  on  peut  établir  entre  les  paramètres  A,  Ç  une 
dépendance  arbitraire 

A=-cJ($), 

qui,  loin  de  restreindre  la  généralité  de  la  solution,  lui 
donnera  au  contraire  la  généralité  requise  par  l'intro- 
duction d'un  signe  de  fonction  arbitraire  dont  on  pourra 
disposer  selon  les  exigences  du  problème.  On  doit  re* 
marquer  l'analogie  de  cet  artifice  avec  celui  dont  La- 
grange  et  Monge  se  sont  servis  pour  tirer  d'une  inté- 
grale particulière,  mais  pourvue  de  constantes  arbitraires 
en  nombre  suffisant,  le  système  d'équations  propre  à 
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représenter  l'intégrale  générale,  en  vertu  des  fonctions 
arbitraires  qu'il  renferme  [5a 5  et  534]. 

Ainsi  l'on  satisfera  à  la  proposée ,  à  cause  de  sa  forme 
linéaire,  eu  prenant 

u  ==^g-«*'  cos  ol{x —  Ç).î;<(0^^a> 
quelles  que  soient  la  fonction  trf  et  les  limites  des  inté- 
grations. Admettons  de  plus  que  la  fonction  u  doive  se 
réduire  à  <p.r  pour  ;=o  :  d'après  la  formule  de  Fourier 
[435],  il  suffira  de  prendre 

en  assignant  aux  intégrales,  pour  limites  supérieures 
-|-QO ,  pour  limites  inférieures  — oo;  et  Ton  aura  en 
conséquence 

w  =  —  /        /        <?-**' cos  a(:r — Ç)cpÇfl^«fa.         (7) 
27ry  — «y  — c» 

Nous  avons  déjà  obtenu  la  valeur  de  m,  exprimée,  par 
une  intégrale  définie  simple  :  pour  retrouver  cette  va- 
leur, il  n'y  a  qu'à  effectuer,  dans  la  formule  précédente, 
Tintégralion  indiquée  par  rapport  à  a.  On  a  en  effet, 
d'après  la  formule  (X)  du  n°  \^o^ 


f- 


^~^*'  cos  a(.r — $Wa  =  — =.  e       4» 


00  v7 

•3C  .•r  —  r'k» 


"  =  ^,1-^'    '•'''?''^' 


et  il  ne  s'agit  plus  que  de  changer  sous  le  signe  la  va- 
riable auxiliaire  en  posant 

^^ —    "*•  »  =  ftD',     ou     $  =  x4-acDi/'f, 

pour  retomber  sur  il  formule  (3). 

Si  Tou  Vf  I  proposée ,  l'équation 
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du  ^d^U 

H^^    d^' 

il  faudrait  évidemment  changer  dans  les  formules  (7)  et 
[3),  t  en  a^ty  ce  qui  donnerait 

i£ = —  /         /        e-«***'  cos  (x{x  —  Ç)cpÇ^rfa , 

I     /** 

572.  Les  équations  précédentes  expriment  les  lois  de 
la  transmission  de  la  chaleur  dans  une  barre  cylindri- 
que j  à  section  droite  infiniment  petite  ,  indéfiniment 
étendue  dans  le  sens  de  sa  longueur  ;  lorsque  la  déper- 
dition de  chaleur  par  rayonnement  et  par  contact,  à  la 
surface  latérale  de  la  barre  ^  est  supposée  nulle  ou  in- 
sensible. La  barre  étant  considérée  comme  indéfiniment 
allongée,iIn'y  a  plus  de  conditions  relatives  aux  valeurs 
extrêmes  de  x  :  ce  qui  distingue  en  général  les  pro- 
blèmes pour  lesquels  on  emploie  les  intégrales  définies 
prises  entre  des  limites  infinies ,  de  ceux  pour  la  réso- 
lution desquels  on  développe  l'intégrale  en  séries  dont 
les  termes  sont  donnés  par  la  suite  des  racines  d'une 
équation  transcendante. 

Soit  maintenant  l'équation  à  quatre  variables  indé- 
pendantes 

du ^/"d^u       d^      d^u\ 

'3i~^  \dbP'^  dy^  '^  dz^/ 

qui  se  rapporte  à  la  propagation  de  la  chaleur  dans  un 
solide  homogène,  illimité  en  tous  sens,  la  fonction  u 
devant  se  réduire  à  <p  (^,  j",  z)  pour  ^=0  :  si  nous 
posons ,  dans  la  vue  de  simplifier  récriture , 

la  formule  de  Fourier,  étendue  aux  fonctions  de  trois  va- 
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riables,  donnera 


-Mfiff' 


a.eM«(«~0.cMKr-«).aaif(|l-0.«dUUuMl. 


Par  ane  analyse  telle  que  celle  qui  vient  d'être  employée, 
l'int^rale  sextuple  se  réduit  à  une  intégrale  triple,  «t 
l'on  a 

Les  barres  placées  au-desius  et  au-desaom  des  ngnci 
d'înt^gnitioD,  indiquent  que  toutes  les  int^rales  aoat    : 
prises  entre  les  mêmes  limites. 
573.  Passons  à  l'équation 

à  laquelle  on  satisfait  par  les  valeurs  particulières 
Aoosaafcosa(« — Q,     BsinaaCco8«(x — Q; 
et  admettons  que,  pour  ï:^Of  les  fimctions  tf,-^  doi- 
vent se  réduire  respectivement  à 

,  ,  ,  du      ^  dFx  .    , 

On  satisfera  à  l'équation  (8)  et  à  la  condition  (9),  ai 
prenant 

«=:  —  1         /       cosaarcosa(f —  Qy^^#&; 


=  0,  pour  i 


=0,  et 


conséquemment  ne  satisfiùt  pas  à  la  condition  (10).  Au 
contraire  la  valeur 


= 1        /        cosojT  —  ËifEdcda, 
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rfu         I      /•«*     /•* 

-7-  =  —  I         I       cosaa/cosa(x — IjBid^daj 

satisfait  ^  l'équation  (8)  et  à  la  condition  (lo),  mais  non 
pas  à  la  condition  (9),  puisqu'elle  donne  u=o  pour  /==o* 
Donc  l'on  satisfera  à  la  fois  à  la  proposée  et  aux  condi- 
tions (9),  (10),  en  prenant 

u=  —  /        /        cos  cuit  cos  a(a?  —  l)f\dJ^daL 

H — •^  I        I       cosa(dr  — 5)f5rfÇrfa. 

airay— 00^^00      a  "^  ^ 

On  sait  que  l'équation  (8),  qui  est  celle  des  cordes  vi- 
brantes et  des  ondes  sonores  dans  un  tuyau  cylindrique, 
a  une  intégrale  sous  forme  finie,  dont  l'intégrale  précé- 
dente doit  être  une  transformation.  En  effet ,  la  pre- 
mière partie  de  la  valeur  de  u  peut  être  mise  sous  la 
forme 

—  /  /  [cosa(a:+at — Ç)-f-cosa(j: — at — 5)]/5^rfa, 
et  par  le  théorème  de  Fourier  elle  se  réduit  à 

La  seconde  partie  de  la  valeur  de  u  devient  par  une 
transformation  semblable 

j^f^  f^  rsina(^+^-S)  ^^°^^-^-^)1f^rf^r,,) 
4^^-^007—00  1  a  a  J  ^     ^ 

L'intégrale 

/•*    Tsmoix+at — g) sina(x — ^^~0l>/)^ 

se  r^uit  [4i3]  à  w  ou  à  — ir,  suivant  qu'on  a 

el  par  suite  t  >  o ,  ou  au  contraire 

ce  c|iu  supposer  t  <  0.  Elle  s'évanouit  pour  les  valeurs 
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deÇqui  tombent  hors  des  limites  ^^x — at,X^X-\-al, 
et  qui  donnent  le  même  signe  aux  facteurs  x-^at — E, 

r. — ut — Ç.  Donc  l'intégrale  (ii)  a  pour  valeur 

En  l'éunissant  les  deux  parties  de  la  valeur  de  u,  on  re- 
tombe sur  l'intégrale  (la)  du  n"  556. 

On  trouve  sans  difficulté,  pour  l'équation 

qui  renferme  les  lois  de  la  propagation  des  ondes  dans 
un  milieu  dont  l'élasticité  est  la  même  en  tous  sens,  ou 
dans  un  milieu  non  cristallisé,  une  intégrale  de  forme 
analogue  à  celle  de  l'équation  (8).  Soient  y  {■£,  J,  *)i 
f  \.r,  y,  z)  les  fonctions  auxquelles  doivent  se  réduire  a 

du 

et  -j-  pour  t^o ,  et  posons 

/(E,ii,0  cos  6/  +  f(S,„,ç)fî^ 
l'intégrale  sera 


i 


-^m- 


Mus  cette  intégrale  sextuple  y  dans  laquelle  il  serait 
diffic3e  de  Hre  l'expressioD  des  lois  du  phénomèoe,  se 
transfome,  «unme  M.  Poisson  Fa  &it  voir  ('),  ta  une 
iut^rale  double 
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En  gëoéral ,  la  difficulté  consiste  à  abaisser,  autant 
que  la  nature  du  problème  le  comporte ,  Tordre  de  l'in- 
tégrale multiple  à  laquelle  conduit  immédiatement  l'ap- 
plication du  théorème  de  Fourier;  et  cette  réduction 
ne  paraît  point  encore  soumise  à  des  règles  générales. 

574.  Considérons  en  dernier  lieu  l'équation 


a* 


dt-    '       dx^         ' 

qui  se  rapporte  à  la  propagation  des  vibrations  trans- 
versales d'une  verge  élastique,  dont  nous  supposerons  la 
longueur  indéfinie  de  part  et  d'autre  du  centre  de  l'é- 
branlement primitif.  On  admet  toujours  que  l'on  doiC 

avoir  u-=fx  et  ^  =fa;  pour  /=o. 

La  proposée  est  satisfaite  par  la  valeur  particulière 

a  =  A  cosa*^z^cos«(^ — ?)  : 

donc ,  un  calcul  entièrement  semblable  à  ceux  qui  pré- 
cèdent donnera  pour  l'intégrale  complète  : 

w==  —    /        /        cos  a*a^cos  dix —  ç)y^«Krfa 

La  première  partie  de  la  valeur  de  u  se  ramène  à  une 
intégrale  définie  simple;  car,  d'après  la  première  équa- 
tion (/*)  du  n**  409,  on  a 

cos  oL^at  cos  atf^x — \)djcL 

=Kâ)'+''-(^T]v/S' 

et  si  l'on  pose  en  conséquence 

Js=x:ar+ 2Cx>i/S,  (12) 

la  première  partie  de  la  valeur  de  u  prendra  la  forme 
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I    r^  — 

m       I        (sin  ti>*4-  cos  «*)y(jr  -f-  ^<ùV^at)dfa. 

Donc,  si  la  fonction  ïx  est  nulle,  ou  si  les  molécules 
de  la  verge  élastique  ont  été  écartées  à  l'origine  de  leurs 
positions  d'équilibre,  sans  recevoir  de  vitesses  initiales 
dans  les  plans  perpendiculaires  à  l'axe  de  la  verge,  on 
aura  simplement 

u  =     /        (sin («>*+  cos  iù^)f{œ  +  ^(ù\/ai)d(ùj 

formule  remarquable  par  son  analogie  avec  l'équation 

(3). 

Pour  les  plaques  vibrantes,   de  même  élasticité  en 
tous  sens^  l'équation  des  vibrations  normales  est 
d'à         ^(d^u  df'u  d^u\ 

Admettons  qu'à  l'origine  du  temps  la  fonction  u  se  ré- 
duise à/'(^,^)  et  que  la  fonction  -7-  soit  nulle  :  on  ex- 

Cm 

primera  la  valeur  de  u  par  l'intégrale  quadruple 


""^i^IIIh 


cos  (a»  -f-  f  »)  at  C08  a.{x  —  Ç)  cos  p(r — *»)/(?  y-ii)J^ànd<t.d!^. 


L'intégrale  double 


# 


— 00 
/jf  cos  («' +  p')a<cos  a(x  —  5)  cos  p(7  —  vi)rfa</p 

■  —00 

——to 


[co«  a»tf /COS  P»a/— sin  a^atm  p»af]cos  a(a:— -Ç)  cos^x—'n)da. d^  (i 3) 

peut  être  obtenue  ;  car,  si  l'on  effectue  d'abord  l'inté- 
gration relative  à  a ,  en  employant  les  formules  (y  ) 
du  n®  409?  on  trouve 
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[cos  a^at  cos  ^at — sin  ti?at  sin  ^at\  cos  a(x — Ç)rfa 

=Y/  -^- 1  cosP*/if sinf  -^  +  w'  J  —  sin  P'a^sinT - — W  j    ? 

«d  ayant  la  valeur  donnée  par  l'équation  (ii^).  Ainsi  l'in- 
tégrale (  1 3)  devient 

r/ — «sinf --4-0)'  j/        cos  ^*â^ cos  P(j — 'Vi^P 

— Y/  — «sinT-^  +  w*  j/       sinP*a^cosP(7  —  vi)rfp. 

Mais,  dans  cette  dernière  expression,  les  intégrations 
relatives  à  ^  s'effectuent  de  la  même  manière,  et  si 
l'on  pose 

il  vient  pour  la  valeur  de  l'intégrale  (i3) 
l[8in(^-)si„Q+a>'-)^inQ-<o')sinQ_a.")] 

=  —  sin(<rt'-f-w''). 
at       ^  ^ 

Donc  la  valeur  de  u  prend  cette  forme  aussi  simple 
qu'élégante , 


"=i/-:/- 


•00 


T.    II. 


a8 
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0K  Là  OOlfSTKITCTIOir  DÉS*  iQlfATIOJrft  AUX   DIFiablUIGES 

PARTIELLES/ 

575.  Considérons  d'abord  Téquation  aux  diffërenoes 
partielles  da  premier  ordre  et  à  tt^is  yariabks 

%ïr5^^Plî)  =  o»  ou  q=f{a!,]rthP\  W 
et  soit  fj?  la  valeur  de  z  eo  fouetioa  de  x  qi^ni)  la  va- 
riable/ est  nulle  :  on  aura,  pour/t=o, 

q  =/(«!  o.  <pa?,  çx),    ou     jg^  c=  *«. 

P^r  conséquent,  si  la  fonction  .4ar  reste  finie  pour  toute: 
Isa  valeurs  de\r,  et  si  fy  désigne  ikné  quantité  frès-po- 
tite  du  premier  ordre ,  on  iiura,tiuz.  quantités  près  aux 
second  ordre,  ^z=:!il^xAjr;  de  sorte  que,  à  ce  degré  d'ap- 
proximation , 

z  ==  ça:  +  ^x  •  Aj  ==  ç  ^  jî 

est  l'expression,  en  fonction  de  Xj  de  la  valeur  de  z  qui 
répond  à  p=Ay.  On  déterminerait  de  même  l'expression 
z=.tf^  qui  répond  }ij=L*i^jr^  et  ainsi  indéfiniment. 

Concevons  que  x^/yZ  désignent  les  trois  coordonnées 
rectangulaires  d'une  surface  : 

»  =  <pa:  {b) 

sera  l'équation  de  la  ligne  d'intersection  de  la  surface 
avec  le  plan  xz.  Le  plan  tangent  à  la  surface  suivant 
cette  ligne  aura  pour  trace  en  xz  la  tangente  à  la  courbe 
{b).  En  vertu  de  cette  condition  et  de  l'équation  (â), 
la  dir«v*>'  at  se  trouve  complètement 
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déterminée  pour  chaque  valeur  de  a:;  en  sorte  qu  ou 
peut  tracer  dans  l'espace  la  surface  cylindrique  qui  en- 
veloppe, suivant  la  courbe  arbitraire  (é) ,  la  surface  qu'il 
s'agit  de  construire  au  moyen  de  l'équation  (a).  Si  l'on 
coupe  la  surface  enveloppe  par  un  plan  parallèle  à  ce- 
lui des  xZf  et  dont  la  distance  à  ce  plan  est  une  quantité 
très-petite  du  premier  ordre,  l'ordonnée  de  la  section 
de  l'enveloppe  ne  diffère  que  par  une  quantité  très- 
petite  du  second  ordre,  de  l'ordonnée  de  la  trace  de 
l'enveloppée  sur  le  même  plan  :  la  section  de  l'enve- 
loppe peut  donc  être  prise  pour  la  ligne  de  contact  de  la 
surface  avec  une  seconde  enveloppe  que  l'on  construira 
comme  la  première,  et  ainsi  de  suite. 

Au  lieu  d'assigner  arbitrairement  l'équation  de  la 
courbe  d'intersection  de  la  surface  et  du  plan  xzj  on 
aurait  pu  donner  celle  de  la  section  de  la  surface  par 
tout  autre  plan  parallèle. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  peut  assigner  une  exprès-. 
sion  de  z  en  o:,^,  qui  satisfasse  à  l'équation  (a),  cette 
expression ,  pour  avoir  le  même  degré  de  généralité^que 
réquation  aux  différences  partielles  à  laquelle  elle  satis- 
fait, doit  contenir  une  fonction  arbitraire  dont  on  puisse 
disposer  pour  faire  passer  la  surface  par  une  courbe  donnée. 

576.  On  arrive  au  même  résultat  quand  on  substitue 
à  la  construction,  d'une  surface  dans  l'espace,  la  cons- 
truction sur  un  plan  horizontal  de  la  série  de  ses  lignes 
de  niveau  [laô].  Supposons  qu'en  outre  de  l'équation 
{a)j  on  donne  la  trace  de  la  surface  sur  le  plan  horizon- 
tal des  xj^j  ou  1  equatipn  de  cette  trace 

7  =  9^-  ^         (P) 

on  aura ,  pour  tous  les  points  de  la  surface  qui  appar- 
tiennent à  la  courbe  (f)^  p-^qf 'x=:o.  Cette  équation, 

28. 
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jointe  à  la  proposée  (a),  donne  en  fonction  de  j:,jr  les 
valeurs  de^,  q  et  celle  de  p*+ç*  pour  chaque  point  de 
la  surface  appartenant  à  la  ligne  de  niveau  (fi).  Menant 
des  normales  à  chaque  point  de  cette  courbe ,  et  pre- 
nant sur  chaque  normale  une  longueur  égale  à  la  quan^ 

tité  très-petite  du   premier  ordre— ===,  on  tracera 

sur  le  plan  x^  (aux  quantités  près  du  second  ordre)  la 
projection  d'une  seconde  ligne  de  niveau,  pour  laquelle 
l'ordonnée  z  aura  la  valeur  A2.  En  suivant  le  même 
procédé,  on  se  servira  de  cette  courbe  pour  tracer  la 
projection  d'une  troisième  ligue  de  niveau,  dont  l'or- 
donnée z  aura  la  valeur  2Àz,  et  ainsi  de  suite. 

577.  Ces  considérations  s'étendent  aux  équations  aux 
différences  partielles  du  premier  ordre,  entre  un  nombre 
quelconque  de  variables.  Soit  l'équation 
_/  du  du  du\  du       ^,  du  du\    .  . 

avec  laquelle  il  faut  construire  la  fonction  a  des  trois  va- 
riables indépendantes  x^j^z,  A  cet  effet,  il  est  nécessaire 
qu'on  assigne  la  fonction  u=x^a:^y)  pour  une  valeur 
particulière  de  z,  telle  que  2=0.  On  aura  ensuite,  pour 
zrzzA^,  quantité  très-petite  du  premier  ordre, 

d'oïl,  aux  quantités  près  du  second  ordre,  Awz=z4>(^,^).As, 

On  déterminerait  de  même  la  valeur  u=xf^{x^y)^  qui 
correspond  à  2=2 Az,  et  ainsi  indéfiniment. 

Donc,  si  l'on  peut  assigner  une  expression  de  u  en 
^i^th  ^^^  satisfasse  à  l'équation  (c),  cette  expression , 
pour  avoir  le  même  degré  de  généralité  que  l'équation 


CONSTRUCTION  DES  ÉQUAT.    AUX  DIFF.  PARTIELLES.    437 

aux  différences  partielles  à  laquelle  elle  satisfait,  doit 
contenir  une  fonction  arbitraire  de  deux  quantités  va- 
riables, dont  on  puisse  disposer  pour  que  la  fonction 
a  se  réduise  à  une  fonction  donnée  de  deux  des  variables 
j:,^,z,  lorsqu'on  assigne  à  la  troisième  variable  une  cer- 
taine valeur  particulière. 

La  même  chose  se  voit  par  la  considération  des  sur- 
faces de  niveau  [i^QJ-  Concevons,  en  effet,  qu'on  ait 
tracé  dans  l'espace  une  première  surface  de  niveau 

^=?(^»r)>  (y) 

pour  laquelle  la  fonction  u  ait  une  certaine  valeur  par- 
ticulière, telle  que  zéro  :  on  aura,  pour  les  points  (x^,z) 
qui  appartiennent  à  cette  surface, 

I   du du I   du  ,  ,. 

p  dx       dz       q  dy  ^^  ^ 

p^q  désignant  les  valeurs  de  -j-  >  —,  qui  se  tirent  de 

l'équation  (y).  Les  équations  [c)  et  (y')  détermineront 
donc,   pour   les   points    en   question,  les  valeurs  des 

trois  dérivées  partielles  -j->  -j-j  -j-,  et,  par  suite,  celle 

dx    dy    dz 

du  radical 


Si  maintenant  on  élève  en  chaque  point  de  la  surface 
(y)  une  normale  à  cette  surface ,  et  qu'on  prenne  sui' 
chaque  normale  une  longueur  égale  à  la  quantité  très- 
petite  du   premier  ordre  -.g-,    on    tracera   dans   l'es- 

pace  (aux  quantités  près  du  second  ordre)  une  seconde 
surface  de  niveau,  pour  laquelle  la  fonction  u  aura  la 
valeur  A^  [129^   i5i  et  ^38].  Par  la  continuation  du 
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même  procédé,  on  construira  la  fonction  u,  en  cons- 
truisant la  série  de  ses  surfaces  de  niveau. 

578.  Une  équation  aux  différences  partielles  du  se- 
cond ordre,  entre  la  fonction  z  et  les  variables  indépen- 
dantes x^y^  est,  dans  le  cas  le  plus  général,  de  la  forme 

r(^»  7»  ^  Z'»  î» '•^  ^>  0=0- 
Admettons  d'abord  qu'elle  se  réduise  à 

si  on  la  met  sous  la  forme 

on  s'en  servira  pour  construire  comme  préoéd^kiment 
[579]  la  fonction  z ,  après  avoir  assigné  arbitrairement 
la  valeur  z^çj;,  pour  j^=:o. 

Mais  si  l'on  résout  la  même  équation  {d^  par  rapport 
<i  r,  et  qu'elle  devienne 

on  construira  de  proche  en  proche  les  valeurs  de  z  pour 
x=zà^y  3c=:^Lx,  x=!à^j  etc.,  en  se  donnant  arbitrai- 
rement les  fonctions  de  /  qui  expriment  les  valeurs  de 

dz 
::  et  de yy  =  -y-  pour  a:  =  o.  Car,  soient  i^y  et  x;^  ces 

deux  fonctions  arbitraires,  on  aura  :  pour  j:i=:o, 

d'où,  aux  quantités  près  du  second  ordre, 

A/7=<I>j.Aa:,    /?  +  Sp^in^x  +  ^x .  tue  t=:^xi^x. 
D'ailleurs,  les  fonctions  z  el  q^  qui  ont  pour  valeurs  ^j 
et  ij^y,  quand  x  est  nul,  deviennent,  pour  .rz=:Ax, tou- 
jours au  même  degré  d'approximation , 
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Maintenant,  pour  x='x^^  la  valeur  de  z  est 

et,  en  continuant  de  proche  en  proche  le  même  calcul , 
on  déterminerait  la  série  des  valeurs  de  z. 

On  voit  donc  que  l'équation  en  Xyy^z  qui  satisfait 
avec  toute  la  généralité  possible  à  l'équation  (d)^  peut  con- 
tenir une  ou  deux  fonctions  arbitraires,  selon  que  ces 
fonctions  arbitraires  doivent  être  déterminées  par  des 
conditions  relatives  aux  valeurs  initiales  de  a:,  ou  par 
des  conditions  relatives  aux  valeurs  initiales  de  y.  Ce 
fait  d'analyse ,  qui  a  presque  semblé  paradoxal ,  la  pre- 
mière fois  qu'on  en  a  fait  la  remarque  sur  l'équation 
r=^  [^^^9  s'explique  donc  très-simplement  par  la  na- 
ture des  équations  aux  différences  partielles. 

579.  Admettons  présentement  que  la  dérivée  s  entre 
dans  l'équation  proposée  qui  aura  la  forme 

^^^r-^hP^qyryS):=^o.  {e) 

S'il  s'agit  de  construire  la  fonction ,  au  moyen  de  sa 
valeur  initiale  2=ça:,  pour  ^=o,  la  substitution  de 
cette  valeur  initiale  donnera 

F^ar,  o,  <|xr,  <p'x,  q,  9"^,  -^  =  o,  (e) 

équation  différentielle  du  premier  ordre,  d'où  l'on  peut 
tirer  par  l'intégration  la  valeur  initiale  de  q  en  fonction 
de  X.  L'expression  de  cette  valeur  initiale  dépend  de  la 
fonction  arbitraire  cp.r ,  et  contient ,  en  outre ,  une  cons- 
tante arbitraire  introduite  par  l'intégration;  ce  qui  re- 
vient à  dire  que,  pour  la  construction  de  la  fonction  2,  il 
faut  se  donner,  outre  la  fonction  (p.r,  la  valeur  numérique 
de  q  relative  à^=o  et  à  a:=o,  ou  à  toute  autre  valeur 
particulière  de  x.  Soit  q=r.^  (xf^)   la  valeur  de  q  eu 


440  LIVRE    VII.    CHAPITRE    VI. 

fonction  de  j;  et  de  la  constante  arbitraire  C  y  obtenue 
par  Tintégration  de  l'équation  (e)  :  on  aura,  pour  y'==^jj 
aux  quantités  près  du  second  ordre  y 

Pour  la  même  valeur  de  ^,  on  aura  q=4^t  (a:,C,),  C»  dé- 
signant une  nouvelle  constante  arbitraire,  amenée  par 
l'intégration  de  l'équation 

FT^or,  A/,  9^,  y,  ç/'^r,  ^)  =  «; 

et  ainsi  de  suite.  La  série  des  constantes  arbitraires 
C,  C, ,  etc.,  peut  être  considérée  comme  une  fonction 
arbitraire  de  jr ,  qui  doit  être  donnée ,  ainsi  que  la  fonc- 
tion ^Xj  afin  qu'on  puisse  construire  la  fonction  z, 
assujettie  à  vérifier  l'équation  {é). 

Si  l'on  donnait,  pour  a:=o,  les  valeurs  initiales 
z=.  ^,  p  =  rij-j  on  aurait  en  même  temps 

'•=  ^=  f(o>  r.  *r,  trfr,  +>,  <r), 

et  l'on  rentrerait  dans  le  cas  traité  au  n"*  précédent. 

Enfin ,  si  la  dérivée  t  entre  dans  l'équation  proposée 
aussi  bien  que  r,  la  symétrie  se  trouvera  rétablie,  et  le 
mode  de  construction  sera  le  même ,  soit  qu'on  résolve 
l'équation  par  rapport  .\  r  ou  par  rapport  à  t. 

Cette  discussion  s'étendrait  aisément  aux  équations 
des  ordres  supérieurs,  où  le  nombre  des  variables  indé- 
pendantes serait  quelconque. 

580.  Il  convient  de  remarquer  que,  si  le  temps  est 
l'une  des  variables  indépendantes ,  c'est  par  rapport  aux 
valeurs  initiales  de  cette  variable  que  doivent  toujours 
être  censées  données  les  fonctions  arbitraires  exigées 
pour  la  construction  de  l'équation  aux  difFérences  par- 
tielles. Par  exemple ,  pour  la  construction  de  l'équation 
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du  ,  rf'a  ,   . 

oîi  u  désigne  la  température  au  bout  du  temps  t ,  de 
la  tranche  d'une  barre  cylindrique  qui  correspond  à 
l'abscisse  x  [56q],  il  faut  admettre  qu'on  donne  la  fonc- 
tion u=i(fx  qui  exprime  la  loi  des  températures  de  la 
barre,  quand  t  a  une  valeur  déterminée,  telle  que 
zéro.  Abstraction  faite  de  la  signification  des  lettres 
u^x^  tj  on  pourrait  sans  doute  construire  la  même  équa- 

tion  en  assignant  les  valeurs  ^t  et  rit  de  u  et  de  -t- 

pour  une  valeur  déterminée  de  x,  telle  que  .r^o  :  mais 
il  répugne  que  Ton  ait  pour  données  du  problème  les 
fonctions  ^t  et  rit;  et,  au  contraire,  la  série  des  valeurs 
de  u  est  essentiellement  déterminée  en  vertu  de  l'équa- 
tion (i)^  jointe  à  la  condition  initiale  £^  =  f.r.  Ceci  est 
Qne  conséquence  de  l'attribut  de  la  variable  t  sur  lequel 
nous  avons  maintes  fois  insisté,  celui  d'être  indépen- 
dante par  essence,  et  non  en  vertu  d'une  convention 
arbiti'aire. 

Les  procédés  exposés  ci-dessus  seraient  sans  doute 
presque  inapplicables  dans  la  pratique  :  mais  cette  expo- 
sition a  pour  but  de  faire  comprendre  ce  que  représente 
eu  soi  une  équation  aux  différences  partielles,  qu'elle 
comporte  ou  non  une  intégrale  analytique. 

581.  Tous  ces  procédés  de  construction  arithmétique 
exigent  que  les  dérivées  conservent  des  valeui*s  finies. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

/</— /o)  — î^  =  o,  (a) 

(|ui  appartient  [a 54]  aux  surfaces  de  révolution  autour 
d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  aj-,  et  qui  coupe  Taxe 
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des^en  un  point  dont  la  distance  à  Torigine  est  désiguée 
par  yo  '>  on  mettra  cette  équation  sous  la  forme 

et ,  en  supposant  qu^on  donne  la  valeur 

2  =  <p^,  (3) 

pour^=o,  on  pourra  appliquer  le  procédé  de  cons- 
truction du  n^  575,  mais  pourvu  qu'entre  les  limites 
de  la  construction  x  ne  s'évanouisse  pas,  ce  qui  ren- 
drait infinie  la  valeur  de  q.  Effectivement  nous  avons 
remarqué  [2 56]  que  la  courbe  méridienne  d'une  surface 
de  révolution  autour  d'un  axe  donné ,  n'est  pas,  en  gé- 
néral, déterminée  dans  toute  l'étendue  de  son  cours, 
parce  qu'on  donne  la  courbe  d'intersection  de  la  surface 
avec  un  plan  tel  que* le  plan  xz;  et  que,  par  conséquent, 
la  surface  même  ne  l'est  pas  dans  toute  son  étendue. 
D'après  la  direction  que  nous  attribuons  ici  à  l'axe  de 
révolution,  si  l'on  mène  des  plans  parallèles  au  plan^r;^, 
par  les  points  où  la  courbe  (3)  coupe  l'axe  des  z,  la 
portion  de  la  surface  de  révolution  comprise  entre  ces 
pians  est  la  seule  que  détermine  le  système  des  équations 
(2)  et  (3).  A  la  rigueur,  la  construction  du  n®  SyS  ne 
donne  même  pas  toute  cette  portion  de  surface,  mais 
celle  qui  est  comprise  entre  d'autres  plans  parallèles  au 
plan  x/y^  et  aussi  rapprochés  qu'on  le  veut  de  ceux  qui 
ont  été  menés  par  les  points  où  la  courbe  (3)  coupe 
l'axe  des  2.  La  solution  de  continuité,  correspondant  à 
.r=o,  est  là  pour  empêcher  que  la  construction  ne 
puisse  s'étendre  à  des  portions  de  surface  qu'en  effet  les 
données  de  la  construction,  savoir  les  équations  (2J  et 
/3)  ,  ne  doivent  pas  déterminer. 


^^^^-^^  •■••■•  ^^»^'«'»'**^»»-**^*.*»'«.*^%<**.^«^%.*'%««.*^^*^«.*%^%%,%^^**.%^^^ 
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CALCUL  DES  DIFFERENCES  FINIES  ET  DES  INTEGRALES 
AUX  DIFFERENCES  FINIES,  POUR  LES  FONCTIONS  EXPLI- 
CITES d'une  SEULE  VARIABLE. 


582.  Nous  avons,  dès  le  commencement  de  ce  Traité 
[livre  I ,  ch.  lY] ,  considéré  les  différences  finies  entre 
les  valeurs  que  prend  successivement  une  quantité  va- 
riable, et  nous  les  avons  désignées  par  la  caractéristique 
À  placée  devant  la  variable;  nous  avons  opéré  sur  la 
série  de  ces  différences  comme  sur  la  série  primitive,  en 
prenant  les  différences  des  termes  consécutifs,  de  ma- 
nière à  former  des  différences  du  second  ordre  désignées 
par  la  caractéristique  A*,  et  ainsi  de  suite.  Mais  nous 
n'avions  alors  pour  but  que  d'arriver  à  la  théorie  des 
différences  infinitésimales  des  divers  ordres,  et  de  poser 
les  principes  du  calcul  différentiel ,  auquel  se  rattache 
tout  ce  -que  Ton  connaît  jusqu'ici  de  plus  important 
dans  la  théorie  dos  fonctions.  Cependant  il  existe  entre 
les  différences  finies  des  divers  ordres  et  les  variables 
dont  elles  dérivent,  des  relations  qui  méritent  aussi 
d'être  développées ,  et  dont   le  développement  donne 
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uaissance  à  une  autre  b^nche  de  la  théorie  des  fonc- 
tions que  Ton  nomdie  le  Catad  des  différences  finies. 
Cest  le  sujet  dont  Fexposition  sommaire  terminera  le 
présent  ouvrage. 
Désignons  par 

Jo  »  /*  I  7»  f  /•  > /«  »  (/■/ 

une  série  de  valeurs  de  la  quantité  jr^  au  nombre  de 

/!+ 1  :  on  aura  [43] 

Cette  formule,  où  la  valeur  ^«  se  trouve  exprimée  au 
moyen  de  la  valeur  initiale  jo  et  de  ses  différences,  jus- 
qu'à celle  de  l'ordre  n  inclusivement,  peut  s'écrire  sym- 
boliquement 

ainsi  qu'qn  l'a  expliqué  dans  le  n^  cité. 

Réciproquement,  là  différence  A*^«  peut  s'exprimer 
au  moyen  des  termes  de  la  série  {jr^  :  ainsi  l'on  troufe 

par  des  substitutions  successives 

Aro=ri— 7o,  A'7oP=r.— î^/x+Jo,  A^j^zzzja^S/.-l-Sj,— j»,  etc. 
Toutes  ces  équations  rentrent  dans  la  formule 

n  n(n — i)  n(n — i)(n — a) 

à  laquelle  s'applique  sans  difficulté  le  tour  ordinaire  de 
démonstration  de  proche  en  proche.  Admettons  en  effet 
que  la  formule  (&)  subsiste  pour  l'indice  n  :  on  aura 
._,  n  n(n — i) 

'  /i(/i— ly/î— 2)  n  /i(/i— i) 

1.2.3      •^"-"*'  •  •  •  --^«+7/-'       T^^--""*" 

/i+i         (/i-m)«  (/i4-i)«(/i— i) 

— J/1+ 1      j^7«H — j  2t    ■^'*"'*  TTS       '^'*~"*  ~t-  etc .  ; 
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en  sorte  que  la  formule  subsistera  encore  pour  Tindice 
/i-*-i.  D*ailleurs  elle  peut  s'écrire  symboliquement 

A"7o=(7— i)",  (P) 

pourvu  que  l'on  convienne  de  changer  après  le  dévelop- 
pement les  exposants  de^  en  indices,  et  d'écrire  ^o  au 
lieu  de  l'unité  dans  le  dernier  terme  du  développe- 
ment. 

583.  Considérons^  comme  une  fonction  d'une  autre 
variable  x,  de  manière  que  le  passage  de  la  variable  x 
par  les  valeurs  successives 

entraîne  le  passage  de  la  fonction  j-  par  les  valeurs 
correspondantes 

To^  Xi^  X\^  ïiy    •'••••  Xn  •  (^/i  j 

le  calcul  des  différences  de  la  fonction  ^=:yi,  a  pour 
objet  d'exprimer  ces  différences  en  fonction  des  différen- 
ces de  la  variable  x,  d'après  la  forme  assignée  à  la  fonc- 
tion yi 

La  supposition  la  plus  simple  qu'on  puisse  faire,  con- 
siste à  admettre  que  la  variable  x  croît  par  intervalles 
égaux,  en  sorte  que  les  séries  {x^  et  (^„)  deviennent 
•^e>  x^  +  tkx^x^ -f-  aAo: ,  x^+  3A^ ,  ......  x„+  nSpc  ; 

Dans  cette  hypothèse ,  rien  n'empêche  de  prendre 
A^  =  1  ;  car  si  l'on  avait  ^x=hy  h  étant  une  constante 
différente  de  l'unité,  il  suffirait  de  poser  a:=^o-*"'^> 
pour  que^  devînt  fonction  d'une  nouvelle  variable  /, 
qui  croît  par  intervalles  égaux  à  l'unité. 

Si  la  .variable  x  ne  croissait  pas  par  intervalles  égaux, 
le  calcul  des  différences  de  la  fonction  y  ne  deviendrait 
un  problème  déterminé  qu'autant  qu'on  exprimerait  la 
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loi  suivant  laquelle  se  succèdent  les  valeurs  de  la  quan- 
tité X.  Il  faudrait  donc  que  chaque  terme  Xi  de  la  sé- 
rie (.r.)  prît  une  valeur  déterminée  par  cela  seul  qu'on 
assignerait  la  valeur  numérique  de  Tiodice  i,  ou  qu'on 
eûta?/=fi.  Mais  alors/  deviendrait  aussi  uue  fonction 
de  if  dont  on  pourrait  prendre  les  différences,  en  admet- 
tant que  la  variable  dont  elle  dépend  passe  par  la  série 
des  nombres  naturels,  et  en  conséquence  croît  par  dif- 
férences constantes,  égales  à  l'unité. 

Cette  variable  i  ^  qui  désigne  l'indice  ou  le  numéro 
d'ordre  d'un  terme,  dans  la  série  à  laquelle  il  appar- 
tient, est  donc  la  variable  essentiellement  indépendante, 
dont  on  peut  concevoir  que  toutes  les  autres  variables 
dépendent,  et  qui  remplit  ici  (en  vertu  d'une  analogie 
philosophiquement  très-remarquable)  le  rôle  que  rem- 
plit la  variable  t  désignant  le  temps,  dans  la  théorie 
des  fluxions. 

En  général,  une  série  de  termes  qui  varient  d'après 
une  loi  déterminée,  est  susceptible  de  se  prolonger  in- 
définiment dans  deux  sens,  en  avant  et  en  arrière  d'un 
terme  pris  arbitrairement  pour  origine  ou  pour  point  de 
départ.  On  devra  donc ,  en  général ,  concevoir  que  la 
variable  /  passe  par  la  série  des  nombres  entiers ,  tant 
positifs  que  négatifs ,  sauf  à  rejeter  une  portion  de  la 
série  dans  les  applications  à  des  questions  parti- 
culières. 

584.  La  variable  /,  désignant  un  indice  ou  un  nu- 
méro d'ordre,  est  essentiellement  discontinue;  mais  les 
variables  x,y  peuvent  représenter  des  grandeurs  conti- 
nues; et,  bien  que  le  calcul  des  différences  ne  porte  que 
sur  des  séries  de  valeurs  séparées  par  des  intervalles 
Buis,  les  résultats  du  calcul  doivent  s'interpréter  diffé- 
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reinment,  suivant  qu'ils  s'appliquent  à  des  grandeurs 
essentiellement  continues  ou  discontinues. 
Considérons  en  effet  les  deux  séries 

— Aj-s,  ir_,,  A/.„  Atoj  Ato  Ar.ï^r»»  —  Ar<  «  —  (y) 

et  pour  simplifier ,  admettons  que  le  terme  général  de 
chacune  d'elles  soit  donné  immédiatement  en  fonction 
de.  l'indice  /.  Il  est  clair  qu'on  pourrait  ajouter  à 
chaque  terme  de  la  série  (c)  une  constance  arbitraire  C, 
sans  que  cela  amenât  de  changement  dans  la  série  (y), 
dérivée  de  la  première.  Réciproquement,  étant  donné  le 
terme  général  A;^,,  ou  la  série  (y),  si  l'on  peut  trouver 
par  un  moyen  quelconque  une  fonction  j-i  qui  ait  \yi 
pour  différence  du  premier  ordre,  il  faudra  ajouter  à^/ 
une  constante  arbitraire  C  pour  construire  la  série  (c)^ 
saus  lui  rien  ôter  de  la  généralité  qu'elle  comporte. 

Par  conséquent  encore,  la  série  (c)  ne  sera  complète- 
ment déterminée  au  moyen  de  la  série  (y),  qu'autant 
qu'on  assignera  la  valeur  numérique  d'un  terme  de  la 
première  série ,  par  exemple  la  valeur  numérique  du 
termej^o-  ^^^  ^^^î  l'analogie  des  différences  avec  les  dif- 
férentielles se  soutient  parfaitement. 

Supposons  maintenant  qu'il  ne  s'agisse  plus  seule- 
ment de.  construire  des  sériés ^  mais  que,  les  variables 
xetj'  désignant  des  grandeurs  continues,  on  ait  pour 
toutes  les  valeurs  possibles  de  /  et  de  .r, 

j=:/jr,  ^y=f{x-\-lix)—fx=i{x,x+^x):  (f; 
on  pourra  remarquer  que  la  fonction  f  ne  changerait 
pas,  non-seulement  si  l'on  ajoutait  à  fx  une  constante 
arbitraire  C,  mais  encore  si  l'on  ajoutait  difx  une  fonc- 

-tlpo  périodique 

xi{xy  Ix) 
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qui  reprend  les  méipes  Taleuri.  chaque  fops  que  jt 
augmente  de  /Lr,  et  qui  d^aillaun  peut  av«w  une 
forme  quelconque.  Donc,  par  récipradté,  «  la.fiMustioo 
f  est  donnée  y  et  qu*on  puisse  trouver  par  un  mojeo 
quelconque  une  fonction  y  qui  ait  f  pour  ££ESrence^  la 
fonction  y  sera  encore  indéterminée ,  non-ceuleMeot 
quant  à  sa  valeur  numérique,  mais  quant  à  ia  fiMmé. 

Pour  construire,  au  moyen  de  Téquation  (f),  une 
courbe  dont  /^est  Fordonnëe,  il  &ut  concevoir  que  1*00 
ait  préalablement  tracé,  d'une  manière  arbitraire,  b 
portion  de  courbe  MN  {Jig.  io3),  dont  les  pointsét* 
trémes  ont  pour  abscisses  OP=a?o,  OQ=x«  +  Ar; 
en  s*assujetdssant  cependant  à  la  condition  que  la  diffé- 
rence HN  des  deux  ordonnées  extrêmes  soit  la  valeur  de 
A/  donnée  par  l'équation  (  f)  quand  on  y  fiût  jXzzzx^ 
La  coitf  be  sera  déterminée  alors  dans  tout  le  surplui 
de  son  cours  :  car,  soit  Op=zx  une  abscisse  qudconque 
comprise  entre  x^  et  or.+Aâ;,  du  freaâr^  pqsi=AXf  et 
la  différence  hn  des  ordonnées  pm,  qn  sera  donnée  es 
vertu  de  Téquation  (  f  ).  Donc  le  tracé  de  l'arc  MN  dé- 
terminera, concurremment  avec  l'équation  (f),  le  tracé 
de  l'arc  NN, ,  dont  les  points  extrêmes  ont  pour  ordoD- 
nées  Xo-^tkXj  x^-^-iibJC*^  et  comme  la  même  construction 
peut  être  indéfiniment  répétée,  tant  dans  le  sens  des  x 
positifs  que  dans  le  sens  des  x  négatifs,  le  tracé  de  la 
courbe  entière  se  trouvera  déterminé.  Bien  entendu 
que  ce  tracé  peut  offrir  des  solutions  de  continuité  d'un 
ordre  quelconque. 

585.  L'opération  qui  consiste  à  revenir  du  terme 
biji  au  terme  ^„  ou  à  construire  la  série  (<?)  par  le  moyen 
de  la  série  (y),  est  une  sommation  proprement  dite. 
En  effet ,  l'on  a  identiquement 


•I 
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en  sorte  que,  par  une  simple  addition  algébrique,  on 
construira  la  série  (c)  avec  la  série  (y) ,  pourvu  qu'on 
ait  en  outre  le  terme  initial  j-^ ,  qui  tient  lieu  de  la 
constante  ou  de  la  fonction  arbitraire  dont  il  vient  d'être 
question ,  selon  que  j'  est  une  variable  discontinue  ou 
continue. 

De  même  qu'on  emploie  le  signe /'pour  indiquer  une 
somme  de  différentielles,  ou  une  intégrale  proprement 
dite,  on  emploie  le  signe  2  pour  indiquer  une  somme 
proprement  dite,  ou  une  intégrale  aux  différences 
finies.  Les  caractéristiques  2 ,  A  sont  inverses  l'une  de 
l'autre,  et  s'effacent  réciproquement ,  comme  les  carac- 
téristiques y^  d.  Ainsi,  de  la  formule  précédente  on  tire 

27i=  Sjo  +ro  +  7t  +7a  + +7<-x  ,        {d) 

et  le  terme.  27^0  désigne  alors  la  constante  ou  la  fonction 
arbitraire  amenée  par  l'intégration. 

En  adoptant  une  notation  analogue  à  celle  qu'on 
emploie  maintenant  pour  les  intégrales  définies  ordinai- 
res, on  écrira 

2/^  — 27o  =  2oy<, 
et  par  suite 

2o!r<  =  Jo+7,  +7,  + +7<-,  .  {e) 

Nous  avons  déjà  employé,  dans  le  cours  de  cet  ouvrage, 
la  caractéristique  2  comme  signe  de  sommation  ;  et 
quelquefois  la  notation 


sert  à  désigner  d'une  manière  abrégée  la  somme  des 
valeurs  de  la  fonction^,,  pour  toutes  les  valeurs  de 
l'indice  i,  de  ^=^o  jusqu'à  /=/,  inclusivement,  La 
formule  [e)  montre  qu'il  faut  exclure  de  cette  somme  le 
T.  II.  29 
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dernier  terme /t,  lorsqu'on  prend  la  caractéristique  2 
pour  signe  d'une  intégrale  aux  différences  finies. 

Dans  le  cas  contraire^  on  lèvera  toute  ambiguïté  en 
remplaçant  2  par  S ,  et  en  écrivant 

L'opération  dont  le  signe  2  est  l'indice,  peut  se  ré- 
péter indéfiniment  y  de  même  que  l'opération  inverse, 
in4iquée  par  le  signe  A,  et  la  répétition  de  l'opération 
s'indique  de  la  même  manière  par  un  exposant  affecté  à 
la  caractéristique.  Ainsi  l'on  tire  de  la  formule  (d) 

2:y,=r7o+ 2>o+ rj.  +  r/,+ ....  +2>,-. ,  etc. 

Gomme  2;^,,  ^>v  .  .^/-x  sont  déterminés  en  fonction 
de2;^o  par  la  formule  (d)y  on  voit  que  l'expression  de 
2^1  renferme  deux  constantes  ou  fonctions  arbitraires, 
savoir  2^^  et  S^^-  La  valeur  de  2^/  dépend  de  ces 
deux  quantités  arbitraires,  et  en  outre  d'une  troisième 
quantité  de  même  nature  2^,/o*  £q  général ,  l'intégrale 
indéfinie  "^j  dépend  de  n  constantes  ou  fonctions  a^ 
bitrairos,  selon  la  nature  de  la  quantité jr. 

586.  En  désignant  paru,  u,  w,.  .  .  des  fonctions  quel- 
conques d'une  même  variable,  et  par  a  une  constante  ^ 
ou  a  évidemment 

I>(u  +  if  -{-  w  -{- )  =  2M  +  2^-|-2fv+ , 

Le  procédé  de  l'intégration  par  parties  [55]  s'appli- 
que aux  intégrales  2  comme  aux  intégrales  ordinaires. 

Si  l'on  pose 

2 .  «^  =  ^2a  -\-Wj 

w  désignant  une  fonction  inconnue  qu'il  s'agit  de  déter- 


DIFFÉRENCES   FINIES.  451 

miner,  on  aura,  en  prenant  les  différences  des  deux 
membres, 

d'où 

\w  = — Ai'H  (tt  +  Aa)  , 
et  par  suite 

2.  M(;=i;2«  — 2[Ai'2(a4-A«)]  , 
ou  bien,  en  écrivant  u^  au  lieu  de  m+Ai/^ 

2.  ttf'izrf^Sa  — 2(A^2a,)  . 

Le  même  calcul  répété  donnera 

2 .  ui^  =  çltu  —  A^2*£i.  -H  2  (A»(/2»tt,)  , 
2 .  iif;  =  i;2a  —  Ai;2'tt,  -h  A V2'm,  _  2  (A V2^m3)  , 

2 .  tt^ = i/2ii  —  A(/2'ii,  +  A*m2^i/,  < —  A^2;2^a3  +  etc. 
On  peut  écrire  cette  dernière  équation  sous  la  forme 

2.«^  =  f'2tt  — A(;(2'«4-2«) 
+AV(23|«+22'iH-2ii)— A3^2<ii+323|H-32»i«-f.2ii)-4-etc. 

Le  développement  s'arrêtera  lorsque  les  différences  de 
la  fonction  if,  après  un  nombre  suffisant  de  difTérentia- 
tions,  deviendront  constantes. 

587.  Admettons  que^=:/â;  soit  une  fonction  entière 
et  rationnelle  de  x  :  cette  fonction  se  composera  d'une 
somme  de  termes  de  la  forme  Aaf'j  A  désignant  un 
nombre  constant  et  m  un  nombre  entier  positif,  de 
sorte  que  la  différentiation  des  fonctions  rationnelles 
entières  se  ramène  à  celle  de  la  fonction  jr=af. 

Posons  donc 

jo  =  ^,  J,=(^-+-Aj;)"*,  etc.  : 
on  amra,  par  la  formule  du  binôme,  en  ordonnant  sui- 
vant les  puissances  décroissantes  de  x, 

AToSS  A.«"==/iw^-'Aa:+^i^IIli^:rrm-2^»_|-..  .     (g) 
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et  par  suite,  en  ordonnant  toujours  de  la  même  manière, 
A*jo  =  A*  .af^:=.m{m — i)  j;'*"'Aar*  + 

On  trouverait  de  même 

^.af^z=im{m — i)(/w — 2) a:'""' Aj::^ -h .  .  .  ., 

et  généralement 

^.af-=im{m — i){m — 2) {m — *+i)a:*-'Aa:'-|- ; 

ce  qui  résulte  d'ailleurs  de  ce  que  le  rapport      '  .    doit 

se  réduire  à      \:  ,  quand  on  fait  à  la  limite  Aj;=o. 

*  Donc  on  a 

^.af^  z=zm{m — i)(m — 7) S.a.i.Ao:»  ,       [h] 

et  comme  cette  différence  est  constante^  les  différences 
des  ordres  supérieurs  s'évanouissent. 
D'un  autre  côté  la  formule  {b)  donne 

A«.  x^  =  [x-^nSxY'  —  "  [x+{n—  1  )A^]"* 

+  ^^^~^J  [a;+(« — i)ÙixY'  — ±a^  . 


i.a 


Si  nous  développons  et  ordonnons  le  second  membre 
selon  les  puissances  de  Ar,  en  posant,  pour  simplifier, 

n(n — i)(n — 2)  , 
il  viendra 

i  1.2  ^ 

Mais  on  vient  de  voir  que  la  moins  haute  puissance  de 
HXy  dans  le  développement  de  A^^'",  est  Ax";  donc  la 
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fonction  N»  est  identiquement  nulle  pour  toutes  les  va- 
leurs de  /  inférieures  à  n. 

On  a  aussi,  d'après  la  formule  (Ji) , 

A*.a:*=n(n— i)  (/i — a) S.a.i.Aj?"  ; 

et  par  conséquent 

N^=:n(/i— i)  [n — a) 3.a.i  . 

588.  Soit 

j=jr(^ — Sa:){x'^^^x) \x — {m — i)tkx'\  : 

il  viendra 

l^yz=:x{x — ^){x — nSx)  .....  \x — {m — a)Aj;],/iiAa; , 

d'où  il  est  facile  de  conclure 

^*yz=ix{x — bkx){x-—iiùkx) 

\x — {m — 3)Aj?]./w(/w — i)Aj?^  , 

et  plus  généralement 

A*xz=a:(a: — Aj?)  (x — aAj;)  ....[a: — (m — * — i)ikx].m{m — i) .... 

(m — i-^i)  Hx*  . 

Il  y  a  donc  une  analogie  remarquable  entre  la  formule 
qui  donne  la  différentielle  de  la  puissance  a:"*  j  et  celle 
qui  donne  la  différence  de  la  factorielle  [A^^]  composée 
de  m  facteurs,  quand  les  facteurs  consécutifs  ont  pour 
différence  Âx,  et  quand  ie  premier  facteur  est  x. 

Si  Ton  posait 

jrz=zx(x'hàx)(x-^%^) [a:-f(/w — i)Aj?]  , 

oa  trouverait  de  même 

Aj'ï=:(j?-l- Ao:)  (x+aA^) [a:'\-(m — i)Aa;] . /wAj?  ,  (/) 

et  par  suite 

AJy:=(j:+«Aj7)[a;-t-(*4-i)Ax] . . . .  [^4-(/7i — i)^].m(m — i). . . . 

....  (m — i-4-i)A.r*  . 
Soit  en6n 

I 

x^pç+tkx)  (or+aAo:)  .  ,  ,  .  [x-^-im — i)tkx]  * 
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que  suivent  les  teimes  successifs  du  développement  de 
2^  :  nous  reviendrons  sur  ce  point ,  par  des  considé- 
rations plus  générales,  dans  le  chapitre  suivant. 
On  tire  des  formules  (i),  (j\  (A*),  (/) 

x  {x  +  \x){â:  +  lààx)  .  .  .  .  [x  +  {m —  i)Aa:]  j 
(x—^)a:{x+âkx). . . .  [^+(/»— i)Ar]  j  H-xJ,  (/i) 


(/w-hi)Aar 
2. 


a* 


-,   .  cos(ar-^^A.r)         , 


asinlAo:  .  ,. 

2cosa;=  . —    -    il +  tî*, 

•2  sm  ^  A^ 

XiJ  désignant  la  constante  ou  la  fonction  périodique  ar- 
bitraire. 

591.  Les  formules  du  précédent  n^  s'appliquent  na- 
*  turellement  à  la  sommation  des  séries.  Suivant  la  no- 
tation indiquée  [585],  désignons  par  SJ^  la  somme  des 
termes  de  la  série  dont  le  terme  général  est/,,  cette 
somme  comprenant  les  termes  extrêmes  ^,j,  ,jri,  de  ma- 
nière qu'on  ait 

S!,  r.  ==  21  Xi  +  ii,  ou  S[  ïi  =  %^^  ri- 

les  formules  {m)  donneront  d'abord 


^\.X  1+2+3+... 

2                2       ' 

S{.^'— i  +  2*  +  3^+  ... 

••+'-r'+i''+..3'' 

S\.x'      I  +2^+3'+  ... 

..+^   "*^+       ^+              ^j 

4               2                2.2 

etc. 
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On  sait  que  les  séries  des  nombres  figurés  commen- 
cent par  l'unité ,  comme  |es  précédentes ,  et  ont  pour 
termes  généraux 

on  peut  donc  appliquer  la  formule  (n)  à  la  sommation 
de  ces  séries  9  et  il  vient 

1.2  i.a.D 

_x_/_i_     _x_     _i_  .  i{i+i)ii+^)     ^(l+I)(^+2)(^+3) 

1.2.0  1,2. 0.4 

etc.  ; 

en  sorte  que  la  somme  de  Fune  quelconque  de  ces  séries 
est  le  terme  général  de  la  série  de  l'ordre  immédiate- 
ment supérieur  :  relation  bien  connue ,  et  qui  peut  être 
prise  pour  la  définition  des  nombres  figurés. 

Les  séries  réciproques  qui  ont  pour  termes  généraux 

I       1.2  1.2.3. 

se  somment  au  moyen  de  la  formule  (p\  à  l'exception 
de  la  première ,  pour  laquelle  la  formule  fait  défaut  ^  à 
cause  d'un  facteur  qui  s'évanouit  au  dénominateur.  On 
trouve  pour  les  autres 

III  1.222 


3     6     10       *"  i(«+i)     I     /+!  ' 

III  1.2.3     3  3 

^"*"4"^ï^"^2o"*"""  '  <i4-i)(/+2)""2~(*+iX^H-2)  ' 

etc. 

Si  Ton  fait  /=qo  ,  on  a  f ,  7,  etc.,  pour  les  sommes  des 
séries  prolongées  à  l'infini. 


L" 
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H  formule  {q)  l'on  tire 
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!"  c'est-à-dire,  la  règle  élémentaire  pour  la  sommation  des 
'  prt        isions  géométriques. 

IDS  les  formules  (r)  x=p-\-iqt  Ax— y  :  elles 


2!*»°(/'+'y)= — 


Cof,{p-^iq—\q)  — 


"tj—ii) 


et  par  suite  [4o6  et  4^3] 

S'»in(p+.?)=-""''"^'^'^*''""°°''''~*^' 
,     S' ""(?+'!)  = 


3  sm^  j 


***'*^I%^<^^**^^%»%%%%»0|    %%%*%^<*%»^%%»^>«»W»%%»<»l>%<(»l»<»%/%v»i»)%%»«0^«lO%<^HA*^%'>*'*»»*'»^***^^*^*^**»'»*» 
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FORMULE  p'eULER,  POUR  l'iÉVALUATION  DES  SOMMES  PAR 
LES  INTEGRALES  ORDINAIRES  ET  DES  INTEGRALES  PAR 

LBS  SOMMES. APPLICATION  A  LA  FORMULE  DE  STIR- 

LING. DE  l'interpolation. 


§  i^'.  Formule  d'Eoler  pour  révaluation  des  sommes  par  les  intégrales  ' 
ordinaires  et  des  intégrales  par  les  sommes. 

592.  La  formule  de  Taylor  donne 
A£r=: — .f'orH .f':rH =.f"^+etc.  , 

I  1.2  1.2.3 

d'où 
f.r  =  — .2f:r+  — .2rar+-^.2f'"a:  +  etc.  , 

I  1.2  1.2.0 

et,  en  posant  î^x=fx^ 

/  I         -^  1.2        -^  1.2.3       -^ 

ou  bien 

Mais  9  par  la  même  raison . 

2/'-=è-/— ^- 2/"-- 7^.  V'"— etc.,  W 

etc.  ; 

ce  qui  permet  d'éliminer  de  la  série  (a)  les  intégrales 
^fxy  ^f'x^  etc.  On  fera  l'élimination  à  la  manière  ordi- 
naire ^  eu  combinant  par  voie  d'addition  les  équations 


I 


I 
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(«),  («'),  (fl"),  etc. ,  après  avoir  multiplié  tous  les  termes 
de  (a)  par  le  facteur  A„ir,  tous  les  termes  de  («")  par 
le  facteur  A,Ax',  et  ainsi  de  suite  ;  puis  en  égalant  à  zéro  ' 
les  multiplicateurs  des  intégrales  qu'il  s'agit  d'éliminer. 
Ce  calcul  donne 

+  A3ir'/"':e+  etc.  :  (i) 

les  coefficients  numériques  A,  étant  détermiaés  de  pro- 
che en  proche,  indépendamment  de  la  forme  de  la  fonc- 
tion y,  par  le  système  des  équations  suivantes 

I  .  Ad  I  \ 

A„H =  o,  A.-f- 1 -=o  ,  I 

1.2  i.a        I.2.J  I  I 

A  *  ■  '  '-     ' 

A,  +  - 


I. a. 3^1. 2. 3. 4^ 

i.a      i.a.j      i.a.3.4 
Prenons /a;^:e'  :  il  viendra 


— ,  &dx=é' 


,  fWx=é'  ; 


et  l'équatiou  (1)  nous  donnera,  après  la  suppression  du 
fecteur  commun  e", 

^  -r-  +  Ao  +  A,A:r  +  A^Aji'  4-  AjAjt'  +  etc.  ; 

d'où  il  suit  que  le  coefficient  A^  est  celui  qui  multiplie 
k''  dans  le  développement  de  la  fonction 

^'-'-'    ..  '•' 

suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  a.. 
En  remettant  pour  A,  sa  valeur  — ;,  on  a 

A ,«  +  A,œ'  +  A,a*  +  etc.  = h  - 

e* — I        «       2 

_    g-+i  i_    e^  +  e"-       _i 
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Ovj  le  dernier  membre  de  cette  équation  est  évidemment 
une  fonction  impaire  de  a  :  donc ,  dans  la  sërie  qui  est 
le  développement  de  cette  fonction  impaire ,  les  coeffi- 
cients des  puissances  paires  de  a  doivent  disparaître. 
Donc ,  pour  toutes  les  valeurs  paires  de  l'indice  /,  autres 
que  zéro ,  le  coefficient  A^  est  nul. 

Si  Ton  effectuait  le  développement  dont  il  vient  d'être 
question ,  on  obtiendrait  l'expression  de  A,-  en  fonction 
immédiate  de  l'indice  /  :  mais  nous  n'insisterons  pas  sur 
ce  calcul  compliqué,  quoique  élégant;  les  coefficients 
A,  pouvant  être  commodément  calculés  de  proche  en 
proche  au  moyen  des  équations  (À)  dont  la  loi  est  évi- 
dente. 

Comme  les  coefficients  A,,*^!  sont  alternativement  po- 
sitifs et  négatifs,  nous  mettrons  l'équation  (i)  sous  la 
forme 

^fx=C'\-'^ffxdx^-fx+fi^ùix  .f'x—fL^b^.f'x 

+  AsAj:^  •  f^  ^  —  etc. ,  (2) 

C  désignant  la  constante  arbitraire  qu'entraînent  les 
signes  d'intégration  indéfinie  ^  et  /.  Alors  les  lettres 
As,4.x  représenteront  toutes  des  nombres  positifs. 

593.  Si  l'on  pose 

Bai+,  =  1.2.3  . . . .  (a/H-  2) .  A„+i , 

la  suite  des  nombres  B„-+i  est  celle  des  nombres  de  Ber- 
noullij  ainsi  appelés  parce  que  Jacques  Bernoulli  les  a 
signalés  le  premier  à  l'attention  des  analystes.  Cette  suite 
de  nombres  revient  souvent  dans  les  développements  en 
séries,  et  jouit  de  propriétés  curieuses  par  rapport  aux 
sommes  des  puissances ,  tant  directes  qu'inverses ,  des 
nombres  naturels.  Prenons ,  par  exemple ,  f3c=af  :  l'é- 
quation (2)  nous  donnera 
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I^=C+y— — r-r r-J:*+B, 

(/»+i)A«       Sk  I 

ce  qui  met  en  évidence  ]a  loi  des  formules  (m)  du  n^ 
590. 

La  suite 

A,  —  A3  +  A5  —  A,  +  etc. 

est  convergente,  mais  la  suite 

B,  — B34-B5  — B,  +  etc. 

ne  Test  pas  :  les  nombres  B,,-^,  croissant  au  delà  de 
toute  limite.  Voici  les  valeurs  des  premiers  termes  de 
cette  suite,  exprimées  en  fractions  ordinaires  et  déci* 

maies  : 

I  5 

Bi=^  =0,166666. . . .,  Bg=  -^  zzzOyOySjiy. . . . , 


B3=^-=o,o33333. . .  .,B,,= — ^=o,253ii3. . . ., 
00  "    2730 

B5=— z=:0,023809 . . . . ,  Bx3=  ^     =1,166666. . .  • , 

B.z3:-^=o,o33333. ....  B,5=:-^; — ^=7,0021 56. . . .,  etc. 
00  5 10 

594.  Admettons  que  l'intervalle  X' — Xo  soit  un  mul- 
tiple exact  de  la  différence  \x  :  on  tire  de  l'équation  (2), 
en  passant  des  intégrales  indéfinies  aux  intégrales  dé- 
finies , 

—k,bJ(r'x—f''x:)-Y'K^{r^—r^o)  -  etc.  (3) 

I^  formule  (2),  communément  attribuée  à  Euler,  et  dé- 
signée par  le  nom  de  ce  géomètre,  ou  la  formule  (3) 
qui  en  est  une  transformation ,  comportent  une  double 
application,  selon  que  l'intégrale  //.rr/.^*  est  ou  n'est  pas 
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susceptible  de  s'exprimer  en  fonction  de  x  sous  forme 
finie.  Dans  le  premier  cas,  il  arrivera  le  plus  souvent 
que  Tinlégrale  2*0  fa  ^^  rentrant  pas  dans  la  catégorie 
de  celles  auxquelles  s'appliquent  les  procédés  d'intégra- 
tion indiqués  ci-dessus ,  on  n'en  pourrait  obtenir  la  va- 
leur exacte  que  par  une  sommation  effective,  opération 
laborieuse  et  souvent  impraticable,  si  la  différence  x — Xo 
contient  un  très-grand  nombre  de  fois  la  différence  Ax. 
On  regardera,  dans  ce  cas,  le  terme 


hp'^^ 


comme  une  valeur  approchée  de  l'intégrale  ^^faj  et  la 
correction  qu'il  faut  apporter  à  cette  valeur  approchée 
sera  donnée  en  série  par  la  formule  (3).  Si ,  au  contraire, 
on  ne  peut  pas  obtenir  en  fonction  de  x  l'intégrale  in- 
définie j^J^,  et  qu'il  s'agisse  de  calculer  par  approxi- 
mation la  valeur  de  l'intégrale  définie 


/ 


fxdx^ 

on  partagera  l'intervalle  x — x^  en  parties  égales  A^, 
assez  petites  pour  que  le  produit 

fournisse  une  valeur  approchée  de  l'intégrale  cherchée  ; 

X         X 

de  manière  pourtant  que  la  grandeur  du  nombre  — - — -" 

ne  rende  pas  trop  laborieuse  la  sommation  arithmétique 
par  laquelle  on  obtient  ^^^  fx.  La  correction  que  doit 
subir  cette  valeur  approchée  sera  encore  donnée  en 
série  par  l'équation  (3)  qui  remplit  ainsi  le  double  office 
d'une  formule  de  sommation  et  d'une  formule  de  qua- 
drature. 


■  m 
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.  Si  nous  substituons  le  signe  S  au  âigne  Z/siedon  la 
notation  conrenue  [585]  /nous  aurons'^  au  lien  des  fi»- 
mules  (a)  et  (3), 

+AfiA«*./^a? — etc,,     (4) 

595.  Toutefois»  pour  Intimer ,  en  général,  rcmjdM 
de  ces  séries  qui  ne  sont  pas  toujours  conirei^e&tn,  il 
est  indispensable  de  pouvoir  assigner  des  limites  à 
Porreur  que  Ton  commet  en  arrêtant  la  sârie  à.  an 
terme  de  rang  qudeonque  [a5].  Or,  IL  Poisson  a  donné 
une  inélhode  par  laquelle,  en  même  temps  qu'on  ofcftiait 
la  série  d*Euler,  on  trouve  Tcxpression  en  iniégnde  dé- 
finie du  reste  de  la  série,  et  par  snilela  fimile  dn  reste. 
L*importanoe  du  sujet  nous  &it  une  loi  dlndiquer  oe 
perfiM:tioniiement  essentiel,  apporté  à  une  fiimnile  Sni- 
damentale  de  TanalTse. 

m 

Vdmeltons,  pour  la  simplicité  des  calculs,  que  les 
limites  des  intégrales  dans  la  formule  dénier  soient 
égales  numériquement  et  de  signes  ocmtraireSy  ce  qu'on 
peut  toujours  obtenir  en  changeant  Torigiiie  de  la  va- 
riable «  et  reprenons  la  formule  m  du  n*  4^ 

qui  subsiste  pour  toutes   les  Taleurs  de  jc  oom|Mises 
entre  les  limites  des  intésralesL  Aux  limites  mêmes  on  â 


!\\50«s  .irz'î^r,  rt  viocuoas  $uvx*eïï<»¥ement  à  j:  les 
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in — I  valeurs  équidifïérentes 

—  (/* — i)Aa; ,  —  (/» —  2)Aa75 .... — Ajc,  o,  Aj7,2Aa:,  ....(/i — i)Aj7, 

pour  lesquelles  l'équation  (7)  subsiste  :  en  prenant  la 
somme  des  valeurs  correspondantes  Aefxj  et  ajoutant 
la  demi-somme  des  valeurs  de/r,  relatives  à  ^==±aj 
on  a 

Nous  avons  remplacé  ^  par  x  sous  les  signes  d'inté- 
gration j  ce  qui  peut  se  faire  maintenant  sans  équivoque^ 
et  nous  avons  posé,  pour  abréger , 

itç  'AVK  Zi'K  (n — iVtt 

»=:i-+-2COS h^COS h^COS h*  •  •  .-i-2COS^^ ^—   • 

n  n  n  n 

La  quantité  p  se  réduit  à  2/2  —  i  toutes  les  fois  que  / 
est  un  multiple  de  in.  On  a  d'ailleurs 

fie  .  In — iVir 

p  cos  —  =  p  +  COS  VK  —  cos  ^ —  ) 

^         n       ^  n 

d'oïl  l'on  tirej9=:-—  cos  ^7^,  pour  toutes  les  autres  valeurs 

de  /.  Cela  posé,  on  prendra  la  somme  2*   en  admettant 

d'abord  que  cette  valeur  de/?  ait  lieu  sans  exception  :  on 

fera  ensuite  ^=a^'/^,  et  l'on  prendra  une  seconde  somme 

2*  ,  relative  à  î ^  en  faisant  dans  le  cours  de  cette  autre 

sommation 

pzzzm  —  I  H-  cos  ai'wiu  =  2/1  . 

La  série  périodique ,  contenue  sous  le  signe  J\  sera  la 
somme  de  ces  deux  séries  partielles,  et  à  cause  de  l'équa- 
tion 

ÎTzx  Ma — x) 

cos  m  cos  -V—  =  cos  — ^ ^  , 

nûkX  a        ^ 

on  conclura  de  cette  remarque 

T.    II.  3o 
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t 

2VKX  -.        nc(*— or)  .         -,•  %i'xx 

En  csanséqueacey  l'équation  (9)  donne 

"^  V  -  L^' ~' Â^J -^    ' 

ou  bien,  en  vertu  de  Téquation  (8), 

•  •  .  - 

Rien  ne  s'oppose  maintenant  à  ce  qu'on  remplace  l' pari, 
et  à  ce  qu'on  change  l'origine  de  la  vttriable  j^  eu  la 
forme  de  la  fonction  /,  de  manière  que'  les  Knutes  des 
intégrales  soient  quelconques.  Ainsi ,  nous  écrirons 

—jfadx=^j   y^^cos^—'^fxda:.  (10) 

Posons  * 

ï+^  +  ^  +  ^ïH^  +  ^^c-    =^(2wr  A.».,  ,(ii) 

et  prenons  garde  qu'aux  limites  de  l'intégrale,  pour  les- 
quelles ia  valeur  de  la  variable  x  est  supposée  un  mul« 
tiple  exact  de  A^,  on  a 

cos  — r —  =  I  ,  sm  — r —  z=  o  : 

AJ7  me 

le  procédé  de  l'intégration  par  parties  donnera 


.  i 
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596.  En  rapprochant  les  équations  (lo)  et  (la),  nous 
retrouvons  la  formule  d'Euler  telle  que  la  donne  l'équa- 
tion (3);  et  de  plus  nous  obtenons  en  intégrale  définie 
la  valeur  du  reste  négligé  quand  on  arrête  la  série  à  un 
terme  de  rang  quelconque.  Les  coefficients  A, ,  A3,  etc., 
définis  par  l'équation  (i  i),  ne  peuvent  être  autres  que 
les  coefficients  donnés  par  les  équations  (A),  ou  par  le 
développement  de  la  fonction  (a),  suivant  les  puissances 
de  a.  Ainsi,  l'équation  (1 1)  exprime  une  propriété  très- 
remarquable  des  coefficients  A,  ou  des  nombres  de 
Bernoulli  qui  s'en  déduisent. 

A  cause  de  l'équation  (11)  on  a  évidemment 


tàiTça: 


2<  l^-  ''^"-ÂF  <-(^^)"''A»«-'  • 

Désignons  de  plus  par  >.„  la  plus  haute  valeur  numé- 
rique que  puisse  acquérir  la  fonction  f^^^^jc  entre  les 
limites  de  l'intégrale  :  on  aura,  abstraction  faite  des 
signes^ 

S'il  s'agit  d'appliquer  la  formule  d'Euler  à  une  quadra- 
ture, on  pourra  toujours  prendre  A^  assez  petit  pour 
que  la  limite  supérieure  du  reste  R„  tombe  au-dessous 
de  toute  grandeur  donnée.  Si  la  même  formule  est 
appliquée  à  l'évaluation  d'une  somme  ou  d'une  inté- 
grale aux  différences  finies,  la  différence  ^x  étant  don- 

3o. 
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née,  il  pourra  se  &ire  cjue  la  valeut  de  R.  n'aille  pailB^ 
décroissant  indéfiniment  pour  des  valeurs  indéfinimeat 
croissantes  de  l'indice  n  :  ce  qui  'n'empêchera  pas'  de 
fidre  usage  de  la  formule ,  quand  la  Kmite  supérieure  de 
R« ,  pour  une  valeur  convenable  de  Tindice  n ,  sera  de 
r^Drdre  des  quantités  négligeables. 

Lorsque  la  fonction  f^^^x  conserve  le  même  signe 
dans  toute  l'étendue  de  l'intégration,  on  a  aussi,  abstno 
tion  faite  du  signe , 

eu 

c'est-i-dire^  que  le  reste  négligé  est  numériquement  plut 
petit  que  le  dernier  terme. conservé. 

La  formule  d'Enter  se  trouve  en  dé&ut  quand  les 
différentielles  impaires  de  Jk  s'évanouissent ,  bu,  plus 
généralement,  sont  égales  aux  deiix  liiAites  de  l'inté- 
grale :  le  second  membre  de  l'équation  (lo)  cesse  alors 
de  pouvoir  se  développer  en  série  procédant  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  Aj;. 

597.  Ep  général ,  lorsque  la  fonction^  conserve  le 
même  signe  dans  toute  l'étendue  de  l'intégration,  on 
peut  prendre  Ax  assez  petit  pour  que  la  valeur  numé- 
rique du  rapport 

tombe  au-dessous  de  toute  grandeur  assignée,  à  cause 
des  changements  de  signe  qu'éprouve  le  facteur  àefxdx 
dans  k  première  intégrale.  Si,  en  outre,  Ao:  est  une 
quantité  négligeable  comparativement  à  la  distance 
X — Xq  des  limites  des  intégrales,  il  est  permis  de  né- 
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gliger,  non-seulement  la  première  intégrale  (i3)  vis-à- 
vis  de  la  seconde^  mais  encore  les  termes  ^v{jfx — \fa^ 
vis-à-vis  de  ^'c^^fxj  et  l'on  a 

de  sorte  que ,  relativement  à  nos  moyens  d'expérimen- 
tation et  de  mesure  ;  les  choses  se  passent  comme  si  un 
système  de  parties  discontinues  se  transformait  en  un 
tout  continu.  C'est  en  vertu  de  ce  principe  que,  s'il  s'agit^ 
par  exemple,  d'évaluer  l'attraction  d'un  corps  sur  un 
autre,  on  considère  les  deux  corps  comme  des  masses 
continues,  en  faisant  abstraction  des  pores  ou  interstices 
dont  l'existence  est  mise  hors  de  doute  par  une  foule 
de  phénomènes,  mais  dont  les  dimensions  sont  inappré- 
ciables pour  nous.  On  admet  queja  masse  des  particules 
groupées  dans  un  espace  de  dimensions  inappréciables, 
et  qui  pourtant  peut  contenir  un  grand  nombre  de  par- 
ticules ,  se  trouve  uniformément  répartie  dans  tout  cet 
espace;  et  l'erreur  commise  doit  être,  par  rapport  à  la 
grandeur  mesurée,  du  même  ordre  que  les  dimensions 
du  volume  élémentaire  par  rapport  aux  dimensions  des 
corps  observés  ;  c'e^-à-dire  ,  que  l'erreur  est  inappré- 
ciable par  nos  moyens  de  mesure. 

Au  contraire ,  lorsque  la  fonction  Jx  change  de  signe 
dans  l'étendue  de  l'intégration,  les  deux  termes  du  rap- 
port (i3)  peuvent  avoir  des  grandeurs  comparables, 
malgré  la  petitesse  de  Ao:.  M.  Poisson  a  tiré  de  cette 
remarque  une  explication  ingénieuse  de  quelques-unes 
des  lois  auxquelles  paraît  soumise  la  constitution  molé- 
culaire des  corps. 

En  exposant,  au  commencement  de  ce  Traité,  les 
principes   du   calcul  infinitésimal,    nous   avions    pour 


J 
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tâche  de  faire  bien  comprendre  comment  l'oD  est  parti 
de  la  notion  des  variations  discontinues  pour  adapter 
le  calcul  au\  variations  continues  qui  se  manifestent 
ou  semblent  se  manifester  dans  la  plupart  des  pliéuo- 
mènes  naturels.  Ce  qui  précède  contient  l'indicatiou 
d'un  procédé  inverse,  par  lequel  on  inti-oduit,  pour  la 
commodité  du  calcul,  une  continuité  fictive  dans  des 
variations  effectivement  discontinues.  Ce  procédé  Irouvc 
surtout  son  application  à  propos  de  l'évaluation  da 
rapports  de  grands  nombres,  évaluation  qui  revient  sans 
cesse  dans  la  théorie  des  combinaisons  et  des  chances, 
et  pour  laquelle  on  fait  un  usage  continuel  d'une  formule 
due  à  Stirling,  qui  se  déduit  de  celle  d'Euler  établie  ci- 
dessus,  comme  nous  allons  le  montrer  dans  le  para- 
graphe suivant. 

S  a,   Applicalion  a  U  formule  de  Slirling. 

598.  Proposons-nous  d'appliquer  la  formule  d'Euler 

à  l'évaluation  de  la  somme  des  logarithmes  des  nombres 

entiers,  depuis  i  jusqu'à  j;  inclusivement  :  nous  aurous 

Ajb  ^  I  ,  y  logxfia:  =  x  log  x — x  +  const. , 

/'•«=;.  f"''=-^<  r'  =  i^^  .  ««• 

En  eonséqueace ,  ht  formule  (4)  donnera 
log  [i,a.3 a:)=C+  xlogx — x-\-~\ogx-\ — *- 


Nous  en  déduirons,  en  remplaçant  x  par  ax, 
log[i.a.3...(a3r — i)2;r]^C+aa:logaj:— aj;+-jogaJr  •♦-■;■■'— Ift 
Mais  on  a  identiquement 

{.ï.3...  (a;c —  i)  a^=r  a'.  1.3.3.... ^.1,3,5... „.(xc-r  1)1 


APPLICATION    A    La!    FORMULE    DE   STIRLING.     47 1 

et  par  conséquent , 

log  (  1.2.3 J!)  +  log   [1.3.5 {2X —  1  )] 

I ,  B, 

=  G-|-^loga  -ha^Iog^r — 2^?  +  -  logaa:+  j- —  etc. 

En  combinant^  par  voie  de  soustraction,  l'équation  (]4) 
avec  celle-ci,  nous  obtiendrons  cette  formule  où  n'entre 
plus  la  constante  G, 

log[i.3.5...(2^— i)]==f  j?+^  Jloga+^logo:— cr-j-'  +  etc.  (i5) 

On  a,  d'autre  part, 

■ — —=:  2.2.4*4*6*6 (^-^ — 2)(2:r —  2)2^, 

[i,3.5....(2a?-^-i)]»=i.3.3. 5.5.7 i^^ — 3)(2a; — i)(2j; — 1); 

et  en  combinant  ces  équations  avec  les  formules  (14)^^ 
(i5),  d'après  les  règles  du  calcul  logarithmique,  on 
trouvera  sans  difficulté 

,         r2.2.4.4*6.6....(2X 2)(2J7 2)20;        1  ^  , 

log         »^^    ) # r/ r    =2C  — 2  log  2 

3B, 
H h  etc. 

2  X 

Maintenant,  quand  on  fait  converger  x  vers  l'iniSni, 
le  premier  membre  de  l'équation ,  d'après  le  théorème 


r 


de  Wallis  [4o4]ï  converge  vers  la  limite  log  -,   tandis 

que  le  second  membre  se  réduit,  pour  a;=QO  ,  à  2 G — 
2  log  2,  d'où  l'on  conclut  Gz=:log.  I/Ôtc,  et  par  suite 

log(i.2.3 ^)===log  V/' aïe  +  a: log ^  —  ^  +  2^oga: 

B.         B3  B5  B'  ,^, 

H — '—T-ri-^  r^ ô-i+etc.  (16) 

20?      3.42;^       5.6^*      7.8.0;'  ^    ^ 

Faisons  dans  cette  équation  .r==  1000,  multiplions 
par  le  module  des  tables  [64]  les  termes  non  affectés 
du  signe  log,,  afin  que  la  somme  se  rapporte  à  des  lo- 
garithmes   tabulaires,  et  arrêtons   la    série  au   terme 


'♦'  1 
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qui  a  pour  coefficient  B3  :  nous  trDavttvms 
log.  yiilg.(i.a.3..;.iboo)= a567,6o46449SAi3a8  •••••— , 

valeur  exacte  jusqu'à  là  treizième  décimale.  Si  Pou  pre^ 
nait  x=io,  et  qu'on  poussât  jusqu'au  terme  affecté,  4a 
coefficient  8.3^  on  trouverait  une  valeur  exacte  jusqu'à 
la  vingtième  décimale  ('). 

Ce  calcul  nous  apprend  que  le  nombre  i.a.3 . .  •  1000, 
exprimé  dans  notre  système  de  numération ,  a  i568 
chiffres ,  dont  les  quatre  premiers  sur  la  gauche  spnt 
4oa3  ;  de  sorte  qu'il  se  trouve  compris  entre 

4oa4  .  10^    et  4o!i3  •  10^** . 

Dans  la  théorie  des  chances,  on  a  précisément  à  assi- 
gner les  rapports  de  très-grands  nombres  qne  les  règles 
de  l'analyse  combinatoire  donnent  sous  ferme  de  &o- 
toriélles,  et  dont  le  calcul  arithmétique  aérait  tout  à  frit 
impraticable.  Or ,  pour  assigner  ces  rapports  avec  une 
approximation  suffisante,  comparable  à  cdle  cpieconH 
porte  la  détermination  des  ccmslantes  empiriques,  il 
suffit  évidemment  de  déterminer  pour  chaque  terme  du. 
rapport,  comme  on  vient  de  le  faire  pour  la  fkctorielle 
i.t2.3.  .  •  1000,  la  caractéristique  de  son  logarithme  et 
les  premiers  chiffres  de  la  partie  décimale. 

599.  Si  ron  faisait  dans  l'équation  ( 1 4)  •2r=i,  on  en 
tirerait 

r— I       ®'-i-  ®3       ®*  -L  *'         ®9    ,     P"         ptp 
i.a       0.4      5.0       7.0       9.10       II. la 

ou  bien,  par  la  substitution  des  valeurs  trouvées [SpS] 
pour  les  nombres  de  Bernouiit, 

(*)  Voj'ez  rîDtroduction  placée  en  tête  de  Topuscule  intitulé  : 
Tabularutn  ad  faciliorem  et  hreviorem  prohahiUtatis  computationem 
Htilium  enneas ,  ^^v  Degen.  Copenhague,  181 4* 
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,C=:i — o,o8333.... ■+■0,00275.... — 0,00079... .-1-0,00059... 
— o,ooo84f«+o,oo209.... —  etc.  ; 

ce  qui  suffit  pour  manifester  la  divergence  de  la  série , 
et  pour  montrer  qu'elle  ne  peut  servir  à  déterminer  la 
valeur  de  la  constante  C. 

La  série  qui  procède  suivant  les  puissances  impaires 
et  négatives  de  x,  dans  les  équations  (i4)  et  (i5),  est 
pareillement  divergente  ;  mais  quand  on  prend  pour  x 
le  nombre  looo,  le  terme  affecté  de  B3  n'influe  déjà 
plus  que  sur  les  décimales  d'un  ordre  supérieur  au  11^; 
et  il  faudrait  embrasser  un  nombre  immense  de  termes 
pour  que  la  divergence  de  cette  série  se  manifestât,  par 
suite  de  l'accroissement  progressif  des  coefficients  B.  Si 
l'on  prenait  seulement  j;=iz:  10,  le  terme  affecté  de  B5 
serait  moindre  qu'une  unité  décimale  du  8®  ordre;  et  le 
nombre  de  termes  qu'il  faudrait  embrasser,  pour  rendre 
sensible  la  divergence  de  la  série,  serait  encore  trop 
grand  pour  qu'on  pût,  dans  la  pratique,  en  effectuer  le 
calcul. 

Cependant  il  suffit  que  la  série  finisse  par  diverger 
pour  qu'on  ne  puisse,  en  l'employant,  attribuer  aux 
calculs  une  rigueur  mathématique,  que  sous  la  condition 
d'assigner  une  limite  au  reste  négligé  [^5].  Or,  cette  li- 
mite, dans  le  cas  particulier,  se  déduit  avec  une  grande 
simplicité  de  celle  que  M.  Poisson  a  assignée  au  reste 
de  la  série  d'Euler.  Il  faut  seulement ,  pour  obtenir  des 
limites  assez  resserrées,  changer  l'origine  de  la  som- 
mation. Ainsi,  nous  pourrons  déconvposer  la  somme 
S'  log  X  en  S'**  log  .r-|-S,'  log  .r  ,  et  rien  n'em- 
pêchera de  calculer  directement  la  constante  S  7  log  x 
avec  toute  l'exactitude  désirable.  On  aura  ensuite 
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§    \og  X  z=:z  x\og  X  ' — J?+ I-^-^tlli>g  It 

i.a\n  xJ^^Kii^  W  5.fi\ii*  «»/■ 
Quand  on  arrête  la  série  au  terme  affecté  de  B^,  le 
reste  négligé  tombe ,  d'après  ce  qui  précède  ^  au-denooi 
d*une  unité  décimale  du  8*  ordre,  quelie  que  soit  U 
valeur  x  assiguée  à  la  limite  supérieure  de  l'intégiik. 
Au  surplus ,  M.  Liouville  a  mis  le  reste  de  la  série 
(16),  arrêtée  au  terme  affecté  de  B^^,,  sons  la  fime 

fa  désignant  la  fonction [^9^1 9  et  0  un  nombre 

compris  entre  zéro  et  Tunité  (').  Si  donc  Ton  représente 
par  "ku^  le  maximum  numérique  de  la  fonction  P^'^\ 
entre  les  limites  o,  oo ,  le  reste  négligé  sera  numérique- 
ment plus  petit  que 

Quand  on  ne  conserve  dans  la  série  (16)  que  les  termes 
indépendants  des  coefficients  B,  ce  calcul  donne  pour 
Texpi^ession  du  reste  négligé 


f  •  (6a)  rfa  ,. 

et  la  valeur  maximum  de  la  fonction 

I    a -p rr 

{i^—iy 

est,  comme  M.  Liouville  le  fait  voir,  f"(o)=i=B,. 
Dans  ce  cas,  parconscquent,  le  reste  négligé  tombe  au- 

dessous  de  — i  ;  et  si  j:  est  de  l'ordre  des  mille^  le  reste 


tÀX 


(*)  Journal  de  mathématiques,  lom.  IV,  pag.  3i7. 
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est  moindre  qu'une  unité  décimale  du  4^  ordre.  Ce 
calcul,  où  l'on  met  à  profit  la  détermination  exacte  de 
la  constante  C ,  a  donc ,  sur  celui  que  nous  avons  in- 
diqué, l'avantage  d'atténuer  la  valeur  assignée  à  la 
limite  du  reste  négligé ,  quand  on  supprime  dans  la 
formule  de  Stirling  tous  les  termes  où  entrent  les 
nombres  de  fiernoulli.  Mais,  pour  que  cette  suppres- 
sion soit  permise,  il  faut  que  x  désigne  un  grand  nom- 
bre ,  au  moins  de  l'ordre  des  mille  :  au  cas  contraire , 
on  arrive  plus  simplement,  par  les  considérations  que 
nous  avons  présentées, à  une  valeur  de  la  limite  du  reste, 
dont  la    petitesse  suffît  dans   toutes  les  applications. 

§  3.  De  rîDterpolation. 

600.  Nous  avons  eu  plusieurs  occasions  de  parler  du 
problème  de  l'interpolation  [ai],  dont  l'objet  est  d'assi- 
gner une  fonction  continue,  susceptible  d'une  expression 
mathématique,  laquelle  prenne,  pour  certaines  valeurs 
de  la  variable  indépendante,  des  valeurs  déterminées, 
qui  sont  celles  d'une  autre  fonction ,  continue  ou  dis- 
continue. Lorsque  cette  dernière  fonction  est  continue, 
et  que  les  valeurs  entre  lesquelles  il  s'agit  d'interpo- 
ler sont  suffisamment  rapprochées  les  unes  des  autres, 
on  admet  que  les  deux  fonctions  se  confondent  sans  er- 
reur sensible  dans  l'intervalle  de  ces  valeurs;  par  la 
raison  que  deux  courbes  se  confondent  sensiblement 
dans  l'intervalle  des  points  qui  leur  sont  communs, 
lorsque  les  points  communs  se  trouvent  suffisamment 
rapprochés,  et  que  ni  l'une  ni  l'autre  courbe  n'éprouve 
de  solution  de  continuité  dans  l'intervalle. 

T^  problème  de  l'interpolation  est  évidemment  indé- 
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terminé  de  sa  nature  :  sou»  certains  rapports  il  peut 
être  considéré  comme  une  application  de  la  théorie  ma- 
thématique des  chances  ;  nous  n'avons  à  ea  traiter  ici 
qu'en  tant  qu'il  se  rattache  au  calcul  des  diffânences 
finies. 

Reprenons  la  formule  des  n^  43  et  58ft 

n.     .  nln — i)..       n(n — lYn — a).,  . 

où  /  est  une  fonction  de  la  variable  x,  donnée  pour 
les  valeurs  x:=o,  x:=tkXy  x:=z%Kt,.  •  .x=^nà^.  Po- 
sons iiAa:=j:,^,==/r,^.  ==/*(o)  :  cette  formule  de- 
viendra 

Si  la  valeur  ^^  ne  correspondait  pas  à  x=zo^  mais  à 
x=a;o,  il  faudrait  remplacer,  dans  le  second  membre 
de  l'équation  précédente ,  x  par  x — a?.  ct/.(o)  ptir/x^ 
Lorsque,  dans  la  formule  (  1 7)  dont  l'analogie  avec 
la  série  de  Maclaurin  est  manifeste,  on  jhit ^.=  0, 
x=:^x,  x=2Aj7,  . .  .x=n\Xy  on  retombe  sur  les  valeur» 
jTo»  Txtjxi^  •  •Tni  qui  ont  servi  à  former  les  différences 
A^^,  A^oy  •  -A'/o  :  roais  on  peut  admettre  aussi  que 
réquation  (17)  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  intermé- 
diaires de  Xy  et  alors  cette  équation  remplit  le  but  d'une 
formule  d'interpolation.  Rien  ne  s'oppose  à  ce  qu'on 
la  mette   sous  la  forme 

fx  =  Ao  -4-  k^x  ■+■  A^'  +  k^  +  etc.  ,        (18) 

Ao,  Ax,  Aa,.  .  .  A„  désignant  des  constantes  données.  Il 
faut  supposer  que  les  différences  A,  A*,  A®,  etc.,  vont  en 
diminuant,  de  ïnanière  qu'on  puisse  s'arrêter  aux  diffé- 
rences de  l'ordre  /i,  en  négligeant  celles  des  ordres  su- 
périeurs; et  alors  les  formules  (17)  ou  (18)  ne  contien- 
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nent  qu'un  nombre  fini  de  termes;  en  sorte  que  la  fonc- 
tion^ se  trouve  remplacée  par  une  fonction  rationnelle 
et  entière  de  x, 

'  601.  Si  les  différences  des  ordres  supérieurs  à  l'ordre 
n  étaient  rigoureusement  nulles ,  rien  ne  s'opposerait  à 
ce  qu'on  prolongeât  indéfiniment,  en  avant  et  en  arrière 
du  terme  pris  pour  origine,  la  table  des  valeurs  de/ir: 
soit  qu'on  employât  à  cet  effet  la  formule  (17);  soit 
qu'on  fît  de  proche  en  proche  le  calcul  des  différences 
des  ordres  inférieurs  par  de  simples  additions.  On  peut 
encore  se  permettre  de  prolonger  la  table ,  si  les  diffé- 
rences de  l'ordre  n  sont  seulement  très-petites,  en  les 
traitant  comme  nulles  :  mais  alors  il  est  nécessaire 
d'avoir,  au  delà  des  limites  primitives  de  la  table,  quel- 
ques valeurs  connues  àefxj  servant  de  repères,  et  dont 
l'accord  avec  les  valeurs  calculées  donne  une  garantie 
suffisante  de  l'exactitude  des  valeurs  intermédiaires,  aux: 
quantités  près  de  l'ordre  de  celles  qu'on  a  droit  de  négli- 
ger. Les  limites  entre  lesquelles  on  aura  été  autorisé 
à  prolonger  la  table,  sont  celles  entre  lesquelles  on 
sera  en  droit  d'employer  l'équation  (17),  comme  for- 
mule d'interpolation. 

Lorsque  les  tables  sont  dressées  pour  des  valeurs  de 
la  variable,  tellement  rapprochées  qu'on  puisse,  dans 
une  certaine  étendue,  considérer  les  différences  du  pre- 
mier ordre  comme  constantes,  et  les  différences  des  or- 
dres supérieurs  comme  nulles,  l'interpolation  se  réduit 
au  calcul  des  parties  proportionnelles,  ainsi  qu'on  l'a 
déjà  souvent  expliqué. 

602.  Quand  on  applique  la  formule  (3)  au  calcul 

numérique  de  l'intégrale  définie  /    fxdxy  il  peut 


arri- 
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Ter  que  la  fonctiou  /.t'  ne  soit  donnée  que  par  une  table 
qui  fournit  seulement  les  moyens  de  calculer  d'une  ma- 
'  nière  approcliée  [44]  l^s  valeurs  des  dérivées  /j;,/>, 
J"x,  etc.  Admettons  que  cette  table  donne  les  valeurs 
de/ir  pour  des  valeurs  équidifTérentes  de  x,  l'intervalle 
des  limites  x — x„  étant  toujours  un  multiple  de  Ax. 
employons  comme  quanlités  auxiliaires  une  variables 
et  une  fonction 

die  sorte  qu'on  ait 

(i-)(o)=/c)*-/c>j:. ,  ^■^(«)=^■fx—  a-/x.  ;  (,9) 

et  supposons  que  la  variable  z  prenne  successivemeal 
les  valeurs  o,Aj;,  air,  34.r,  etc.  :  la  formule  (17)  don- 
nera, par  le  simple  changement  de/*  en  f  et  à&x  en  z, 

'      '' = 'W  +lJi"  '"^ + ^tE^  '^■'("^  +  ""■  ■ 

.  Si  maintmant,  conformément  au  principe  de  l'interpo- 
lation, on  regarde  cette  formule  comme  subsistant  pour 
des  valeui's  quelconques  de  5,  on  pourra  différenlier  les 
deux  membres  comme  des  fonctions  continues  de  2;  et 
en  faisant  ensuite  z=o,  on  obtiendra 
4j:r  (o)  =  Af  (o)  —  1  A'f  (o)  +  i  A'f  (o)  —  1  A*f  (o) -i- etc., 

Aj;'r'(o)  =  A=f(o)  — |A4'(o)+etc., itc. 

Remettons  pour  f  (o),  f "'(o), . . .  ,Af(o),  i'f(o), . . .  leurs 
valeurs  données  par  les  équations  (19),  et  substituons 
dans  la  formule  (3)  :  il  viendra 
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formule  donnée  par  Làplàce  dans  la  Mécanique  céleste. 
Il  faut  supposer  que  la  table  des  valeurs  de  ^  s'étend 
au  delà  de  la  limite  supérieure  de  l'intégrale,  pour 
cpi'elle  détermine  implicitement  les  différences  ^fxy 
èkfx^  t?fa:^  etc.,  relatives  à  cette  limite  supérieure. 

603.  Le  problème  inverse  de  l'interpolation  consiste 
à  déterminer  la  valeur  de  x  qui  répond  à  une  valeur 
donnée  fx  de  la  fonction  f.  Quand  on  emploie,  comme 
formule  d'interpolation,  l'équation  (17),  la  solution 
de  ce  problème  revient  à  la  résolution  d'une  équation 
algébrique  de  degré  n^  ^*f(s^)  étant  la  plus  haute  diffé- 
rence conseirvée  dans  la  formule.  Mais,  au  lieu  de  faire 
usage  pour  cette  résolution  des  méthodes  générales  dont 
l'application  est  si  pénible ,  on  a  recours  à  des  approxi- 
mations successives.  Ainsi  l'on  posera 

A^  y£--/(o) 
~F^        A/(o)      ' 
Yx  étant  une  fonction  de  x  qui  a  pour  valeur 

On  prendra,    pour    une    première   valeur   approchée 
de  X, 

pour  seconde  approximation 

_A^.A-/(o).       .    .  _  Ax  _  A-/(o) 
*'-R      A/(o)     '  P""  "='-  FÇ.        A/(o)      ' 

et  ainsi^de  suite. 

Le  problème  de  l'interpolation  comprend,  comme 
cas  particulier,  celui  de  Vîntercalatioriy  qui  consiste  à 
insérer,  entre  les  valeurs  données  par  une  table,  un 
nombre  déterminé  de  valeurs  intermédiaires.  On  sup- 
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pose  ordinairement  que  les  tames  inlercalës  doÎTeot 
être  ëquidistants,  comme  les  termes  de  k  table  pri- 
mitive. 

604.  Si  la  table  ne  donnait  pas  les  valeurs  de  la  fooo 
tion  pour  des  valeurs  ëquidifierentes*  de  la  variable  ia- 
dépendante,  ainsi  qu'on  Ta  supposé 'dans  ee  qui  préoàde, 
il  fiuidrait  recourir  à  d'autres  formules  d'interpolation. 
Qn  pourrait  en  donner  dont  là  construction  se  rap- 
porte au  calcul  des  diflSérences  finies  ;  mais  il  est  pliu 
simple,  et  il  suffit  pour  notre  but,  de  poser  directement 
avec  Lagrange 

/  =X^«  H-  X^r« + ^«  +  -•— •  +  ^'sf •  • 
yfnJ'tiX%^ .  •  .^M  désignant  toujours  ies  valeurs  èàmhe^ 
At  la  fonction  jr^  qui  correspondent  '  attix  tàkan 
x^j  x^j  x^y .  •  .x«  de  la  variable  :r ;  «t  X^  étant  utte'feao- 
tion  de  x^  qui  se  réduit  à  l'unité  pour  x:=:Xi  et  kwko 
pour  xzzzxcy  quand  l'indice  f  a  toute  autre  valeur  que  i 
Il  est  claii*  qu'on  satisfait  à  cette  double  craditûm,  ca 
prenant 

Y. (^— J?J  {X—X^ {X—Xn)  . 

{Xi—X,){Xi—X^ {xt^Xn) 

CD  pourrait  d'ailleurs  y  satisfaire  d'une  infinité  d'autres 
manières,  parce  que  le  problème  de  l'interpolation  est 
essentiellement  indéterminé. 
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*  CHAPITRE  IIL 


THÉORIE    DES    ÉQUATIONS    AlUX    DIFFERENCES   FINIES  , 
ENTRE    DEUX    VARIABLES  DISCONTINUES. 


§  I^**.  lotëgration,  entérines  finis,  des  équations   aux   diiTërences 

finies,  à  deux  variables. 

605.  La  théorie  des  équations  aux  différences  fioies, 
sans  être,  à  beaucoup  près,  aussi  féconde  que  celle  des 
équations  différentielles  en  applications  importantes, 
mérite  pourtant  d'être  exposée  avec  quelque  détail , 
même  dans  un  traité  élémentaire.  La  comparaison  des 
deux  théories  manifeste  des  analogies  et  des  contrastes 
qui  jettent  de  la  lumière  sur  Tune  et  sur  l'autre,  et  qui 
font  mieux  ressortir  les  lois  générales  de  l'analyse. 

Nous  ne  traiterons  avec  quelque  développement  que 
des  équations  aux  différences  entre  deux  variables  x  et  j^ 
et  nous  les  envisagerons  successivement  sous  deux  points 
de  vue  :  d'abord  comme  exprimant  la  loi  de  la  série  des 
valeurs  de^,  qui  correspondent  à  une  série  de  valeurs 
déterminées  de  a;;  ensuite  comme  exprimant  une  pro- 
priétéde  la  fonction  j  qui  croît,  ainsi  que  la  variable 
indépendante  x,  sans  discontinuité. 

On  peut  toujours  supposer  que  l'intervalle  dx  des 
valeurs  de  la  variable  indépendante  est  constant,  et 
prendre  cet  intervalle  pour  unité  [583].  Si  Sx  n'était 
pas  un  nombre  constant,  mais  une  fonction  de  x  seul, 
ou  de  X  et  de  /,  on  pourrait  regarder  x  et^  comme  des 

T.    II.  3i 
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fonctions  du  nombre  entier  i,  positif  ou  négatif,  qui 
fixe  le  rang  du  terme  Xi  âans  la  série  des  Taleurs  dex, 
et  celui  du  terme  correspondant^/  dans  la  série  des  va- 
leurs de^.  Les  variables  x  ^\y  seraient  alors  définies 
en  fonction  de  l'indice  i  par  deux  équations  aux  difi^ 
rences,  auxquelles  on  pourrait  appliquer  le  procédé 
d'élimination  indiqué  au  sujet  des  équations  différen- 
tielles [i65],  de  manière  à  arriver  à  une  équation  finale 
d'où  Tune  des  variables  x^jTy  et  ses  différences  se  troa- 
veraient  chassées.  Dans  cette  équation  finale ,  qui  serait 
en  général  d'un  ordre  supérieur  à  celui  de  l'une  ou  de 
l'autre  des  équations  proposées,  la  variable  indépendante 
i  varierait  par  intervalles  constants,  égaux-à  runité. 

Au  reste,  dans  la  plupart  des  problèmes  auxqnek 
s'applique  l'intégration  des  équations  aux  différences,  en 
tant^u'elle  a  pour  but  d'exprimer  le  teiine  général  d'osé 
série,  la  loi  de  génération  de  la  série,  àxAt  l'équation 
aux  diflerences  ^t  la  traduction ,  se  trouve  immédiate- 
ment exprimée  au  moyen  de  llndice  qui  remplit 'ainsi, 
sans  qu'il  soit  besoin  de  transformation  préalable,  l'of- 
fice de  variable  indépendante. 

606.  Une  équation  aux  différences  de  l'ordre  n^  dans 
laquelle  la  variable  indépendante  x  a  des  incréments 
constants,  égaux  à  l'unité,  peut  être  représentée  généra- 
lement par 

F(jrjy,A/,A*7, A"7)=o  ;  ou  par  '^{x\;r^,^^ •7n)=o  , 

si  l'on  exprime  les  différences  successives  en  fonction 
des  valeurs  consécutives  de  y  [58ii].  En  conséquence  ou 
tire  d'une  équation  du  premier  ordre,  ^,  exprimé  par 
le  moyeu  de^;  d'une  équation  du  second  .ordre,  y^  ex- 
primé au  moyen  de  y^   et  de^;  et   généralement  une 
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équation  du  if  ordre  fait  connaître  la  valeur  numérique 
d'un  terme  de  la  série,  au  moyen  des  valeurs  des  n  ter- 
mes précédents.  Réciproquement,  l'intégrale  de  l'équation 
aux  difTérences,  ou  l'expression  analytique  du  terme  gé- 
néral de  la  série  engendrée ,  doit  contenir  autant  de 
constantes  arbitraires  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant 
n  de  l'ordre  de  l'équation  :  la  détermination  de  ces  n 
constantes  devant  équivaloir  à  la  détermination  des  n 
termes  qu'il  faut  se  donner  arbitrairement ,  pour  pou- 
voir construire  numériquement  la  série  au  moyen  de 
l'équation  proposée.  Ces  remarques  sont  tellement  ana- 
logues à  celles  qui  se  présentent  dans  la  théorie  des 
équations  différentielles,  qu'il  suffit  de  les  indiquer 
ici ,  sauf  à  en  développer  bientôt  certaines  conséquen- 
ces, après  que  nous  aurons  examiné  quelques  cas  oîi 
les  équations  aux  différences  comportent  une  intégra- 
tion proprement  dite  :  en  ce  sens  qu'on  peut  exprimer 
analytiquement  le  terme  général  de  la  série  correspon- 
dante, avec  des  constantes  arbitraires  en  nombre  égal  à 
celui  qui  marque  l'ordre  de  Téquation. 

607.  Considérons  d'abord  l'équation  générale  du  pre- 
mier degré  et  du  premier  ordre 

Ay-  -4-  yfx  -=.  ïx  , 

on  posera,  comme  au  n**  (\[\o^  j-=^^t^  ce  qui  donnera 

eA^+  f Aô  -h A6 ; Ar -f-  ^t.fx=:ix. 

En  raison  de  l'indétermination  des  fonctions  0 ,  ^>  cette 
équation  est  susceptible  de  se  décomposer  dans  les  deux 
suivantes 

ôAf  -f-  AÔ. A^=  £r  ,    AÔ  -^  ^fx  =  o  . 

Pour  faciliter  l'intégration  de  la  seconde,  faisons  6=^*  : 
il  viendra  [SSg] 

3i. 
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d^oîi 

e^=i—fx,  A«=log(i— /a?),js±=2.Iog(i— /jf), 

et  enfin 

en  désignant  par  Yx  ie  produit  de  foutes  les  valeurt 
que  prend  la  fonction  i—fx  entre  les  limites  de  l'in- 
tëgrale  2.  Cette  fonction  F  ainsi  déterminée,  on  bon 

Dans  le  cas  oti  la  fonction  fx  se  réduit  à  une  constante 
1 — ay  cette  formule  donne 

et  si  la  fonction  £x  se  réduit  aussi  à  une  constante  i,  il 
vient 

-.V 


='Gd 


const 


En  général,  quand  la  fonction  f  devient  constante,  l'in- 

tégration  s'efFectue  toutes  les  fois  que  f  désigne  une 

fonction  rationnelle  et  entière. 

On  peut  déjà  remarquer  que,  si  la  constante  a  se 

trouvait  négative,  il  serait  impossible  de  considérer^ 
comme  une  fonction  continue  dex  [a],  à  moins  que  la 
constante  arbitraire  ne  vînt  à  s'évanouir,  ce  qui  ferait 
disparaître  a'  de  l'équation  précédente.  Mais  dans  l'hy- 
pothèse où^  désigne  le  terme  général  d'une  série,  et  .r 
un  indice  qui  ne  comporte  que  des  valeurs  entières,  rien 
ne  s'oppose  à  ce  que  la  constante  a  soit  négative  :  il 
en  résulte  seulement  que  les  valeurs  consécutives  de  cf 
sont  alternativement  positives  et  négatives. 


.    ] 
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608.  Considérons  l'équation  linéaire  aux  différences, 
d'un  ordre  quelconque,  qui  a  pour  forme  générale 
A'«j-hP.A»-»/  +  Q.A'»-»/  + +  Ur=:V  , 

P,  Q,. .  .U,.  V  désignant  des  fonctions  de  :c,  ou  (ce 
qui  revient  au  même,  attendu  que  les  difTérences  des 
divers  ordres  s'expriment  en  fonctions  linéaires  des  va- 
leurs successives  de  la  variable  dépendante) 

On  prouve,  comme  pour  les  équations  différentielles 
analogues,  que  l'intégration  de  (a)  se  ramène  à  celle  de 
l'équation 

J«-H"+-  Pjir+i.-.  -H  Q7x+»-a+ -h  Ur,=  o  .  (6) 

Si  l'on  désigne  par^,^'\^/*^,  etc.,  des  valeurs  de^, 
propres  à  vérifier  l'équation  (^),  celle-ci  a  pour  pro- 
priété caractéristique,  comme  l'équation  différentielle 
correspondante,  d'être  encore  vérifiée  par  la  valeur 
j^,=2.  Cij-^^j  les  coefficients  Q  désignant  des  cons- 
tantes arbitraires.  Par  conséquent,  si  l'on  connaît  n 
solutions  ou  intégrales  particulières  de  l'équation  (é), 
on  en  aura  l'intégrale  générale  avec  les  n  constantes 
exigées.  L'ordre  de  l'équation  à  intégrer  s'abaisse  d'une 
unité,  si  l'on  connaît  une  intégrale  particulière,  et  ainsi 
de  suite  [462]. 

I>es  n  intégrales  particulières  s'obtiennent  très-aisé- 
ment quand  les  coefficients  P,  Q, . . .  U  sont  des  cons- 
tantes; car,  si  l'on  pose^,=:/w%  d'oîi^,+;=/w*+^,  on 
a,  pour  déterminer  /w,  l'équation  algébrique 

mr  4-  P/ii»-«  +  Q/»*-»  + +  U  =  o  ;         {m) 

et  si  l'on  en  désigne  les  racines  par  /w,,  /w,,. .  ./w«.  Tin- 
tégrale  générale  de  l'équation  (b)  prend  la  forme 
r,=C.w,*  -h  (vw/  -*- -I-  Cjn/  - 
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'609.  Noua  ap{rfK{usroni  ce  qin  prMd*  k  lUt  pro- 
,  blèroe  '  anex  cuneux  d'aotl^w  oombinaMve  ^im  Tvi 
peut  énoncer' obuibio  il  buh,  au -«(oawiivnt ,  pwirpliii 
de  faunèveté,  4'appder  le  oMnbre  m  te^^osant  j'use 
amhmtâam.m  i  yn  :    , 

«  Sur  le  nombre  total  des  combinaisons  que  l'on  peut 
&ire  avec  ua  nombre  d'objets  désigné  par  x,  en  les  pre- 
nant là  j.  a  à  a,  3  à  3^ . .  ,x  ^  ~c,  déterminer  séparé- 
ment le  nombre  de  celles  dont  les  exposants,  divisés  par 
un  certain  modale  n,  donnent  pour  reste  l'ua  des  nom- 
bres Ot  1,3,3,.  ..n — iiB 

Désignons  par  ^°),_j^'*,^*', . . .  ^'ï  les  nombres  à  dé- 
terminer, qui  sont  autant  de  fooctioas'  discontiDOes  dn 
nombre  x:  Si  x  augmente  de^  funitif,  il'eat  clair  que 
le' nouvel  objet  %  combiDeTf  introduit  dans  les  comln- 
mikobi  de  la  <^te  r  (ou  dans  ecUctf-Ànt  PêxpMaiit, 
drvÎM  par  n,  donne  pour  i^du  r),  Ite  fitftpMser  à  h 
classe  r-t-f,  M  que  de  ptin  cet  cl^,  pm  amd,  dteine 
une  uouvellercombinarson  à  exptMlnt  r.  En'cons^uence 
on  a 

....A/"-')  =/-*',  {e) 

et  par  suite 

Ay«)=A^— 1,  Ayo  =A^') ,  Ay« = Ay, .... 
Ay- >=Ay-'".  W 

£n  continuant  de  prendre  les  différences  successives, 
jusqu'à  ce  qu'on  soit  arrivé  à  celles  de  l'ordre  n,  on 
trouve  finalement 

Ay)=A"-/''-i,A"y'=A"-y°),....Ay—)=A— y— »).{«,) 

L'élimination  entre  les  équations  (c,),  (c,) . .  .  (c.)  donne 

Ay"'=><°)+i  ;  w 

A  j^')=/",  Ay"=y>, Ay-o=^-.) .    (</} 
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Chacune  des  équations  (d)  est  de  la  forme  ^yp=zj^^ 
d'où  Ton  tire,  en  exprimant  les  différences  en  fonction 
des  valeurs  successives  [58i2], 
n  n{n — i) 

Quand  n  est  pair,  le  terme  exvj,  disparaissant,  l'or- 
dre de  l'équation  s'abaisse  d'une  unité,  et  il  vient 

n  n(n — i)  n  ... 

rar+i—i— 7-  7»+,^.  +-^— — '.Jar+m-a— — -.r:r=0.  («,) 


Pour  le  cas  de  n  impair  on  a 

n  n(n — i)  ,,. 

L'équation  (m)  devient  dans  le  premier  cas 

(m — i)» — 1 

^ ^ =o  , 

m 

et  dans  le  second 

(/w  —  I  )* —  i=o  ; 
d'où  [79] 

mz=  I  +  cos  —  it  K — I .  sm — 

n  n 


=2  cos —  (  COS — h  K  — I  •  sm  — 
n\       n  n, 

et  en  transformant  convenablement  les  exponentielles 


imaginaires, 


li/r  Z'  '^\*  IWT         ,ir    /  27U\«         27C^  I 

-l-MJ  2  cos-  j  cos h  M,  f  2  cos —  \  cos l-etc.  f    /  v 

-l-N,  (  2  cos  -  j  sm h  N,  f  2  cos — j  sm h  etc. 

Maintenant,  si  l'on  prend  successivement  pour/, 
chacune  des  fonctions  y'\^*\y'"'"\  on  déduira  de  la 
formule  [e)  les  valeurs  de  toutes  ces  fonctions  de  x,  qui 
ne  différeront  que  par  la  détermination  des  constantes 
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arbitraires  C,M„  M,,  M,,  N.,  etc.  Quant  à  ré<|iiation 
(lia) ,  il  est  clair  que  la  formule  (e)  ea  dounera  aussi 
l'intégrale,  pourvu  qu'on  ajoute  au  second  membre  le 
terme  constaut  —  i .  D'ailleurs ,  par  une  conséquenct^ 
très-connue  de  la  formule  du  binôme  de  Nevton , 

/"'+/''+/')  + +y'^)=2*— I. 

£n  prenant,  par  exemple,  n=4i  c'  d  déterminani 
couvenablement  les  constantes  arbitraires,  on  trouve 


/•' 

={ 

— :(-o; 

COS-jKX 1 

r"> 

=î 

»'  +  i(t/T)' 

sin-.Tex  , 

^.> 

={ 

..-l(y,y 

eci,,, 

/•' 

=  {■ 

-K^O' 

«»-;-• 

610.  On  parvient  quelquefois  àexprimer  les  intégrales 
des  équations  aux  différences,  au  moyen  d'intégrales  dé- 
finies ordinaires.  Pour  feire  connaître  l'écrit  de  la  mé- 
thode, prenons  l'équation 

dans  laquelle  nous  supposerons  que  m  est  une  t:onstanlc 
positive.  Posons 

il  désignant  une  fonction  de  h  dans  laquelle  x  n'entre 
[V)s  :  il  s'agit  de  déterminer  cette  fonction  et  tes  limite» 
de  l'intégrale.,  de  manière  à  satis&irr  à  l'équation  pro- 
(Kisée. 

Cette  «quatioo  dnane 


/a  >*.+«-y„'=o.  / 
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Mais  on  a,  en  intégrant  par  parties, 

Donc,  si  l'on  prend  pour  les  limites  de  l'intégrale  deux 
racines  de  l'équation 

û(2<û  +  W*)  =o  ,  (cd) 

l'équation  {f)  deviendra 

et  l'on  y  satisfera  indépendamment  de  or^  en  détermi- 
nant la  fonction  û  par  l'équation  différentielle 

W»(  I  +  to))û^ —  rf[û(2C0 -+-(«>*)]  zz=o  , 

qui  donne 

Û  =  C(2co-Hco*f    ', 

C  désignant  une  constante  arbitraire.  Après  qu'on  a 
substitué  cette  valeur  de  Û  dans  l'équation  (co),  elle 
devient 

C  (  2(0  -H  Cl)*  )      =  o  , 

et  comme  on  a  supposé  le  nombre  m  positif,  on  y  satis- 
fait en  prenant  pour  les  limites  de  l'intégrale 

<û=0  ,  (0  =  —  2  , 

d'où 

L'expression  deviendra  plus  élégante,  si  l'on  fait 

w=cosa —  I  ,  2crt  +  crt*  =  —  sin*a,  rfw  zn — sin  «cfe  , 
ce  qui  donne 

7a?=C(  — i)    /     (l— cosa)*(sina)»»-"rfa. 

On  a  d'ailleurs,  pour  déterminer  la  constante  arbitraire 
C,  au  moyen  de  la  valeur  initiale jKo>  Téquation 

ro  =  C  /  '^  (sina)'«-«rfa. 

-  /  o 
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611.  Pour  donner  un  exemple  d'intégration,  dans  le 
cas  où  Ton  ne  suppose  pas  constante  la  différence  de 
Tune  des  variables ,  concevons  qu'il  s'agisse  de  détermi- 
ner en  fonction  de  x  la  quantité  x,  qui  satisfait  à  l'é- 
quation 

OU  le  terme  général  de  la  série  des  valeurs  de  /*  que  l'on 
construirait  avec  cette  équation  :  les  valeurs  initiales  de 
.r,  )r  étant  Xo-,  Jo-  Soit  i  l'indice  de  deux  termes  qui  se 
correspondent  dans  la  série  des  valeurs  de  x  et  dans 
celle  des  valeurs  de^  :  on  aura 

L'équation  (g^)  est  linéaire  et  a  pour  intégrale 


'  ^o  *   3     * 


Si  l'on  met  la  valeur  initiale  ^o  s<>us  la  forme 

^.='«+7  ,  (A) 

l'équation  (g^)  donnera 

c 
et  par  suite 

X_  £ 

On  doit  remarquer  que  la  dernière  équation,  qui  est 
l'intégrale  complète  de  (g)y  renferme  les  deux  constantes 
arbitraires  et  indépendantes  ^To,  6*,  ou  x^^j^o'^  parce  qu'en 
effet  l'équation  {g)  ne  peut  être  construite  qu'après 
qu'on  l'a  transformée  dans  le  système  des  équations  (^,) 
<*t  (^,),  et  qu'on  s'est  donné  arbitrairement  ^oj^o- 
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%jk.  De  la  construction  arithmétique  des  ëquations  aux  diffërences 
finies ,  à  deux  variables.  —  Conséquences  relatives  à  la  multi- 
plicité des  intégrales  générales,  à  l'existence  des  intégrales  singu- 
lières et  au  passage  du  fini  à  Tinfiniment  petit. 

612.  Revenons  à  la  construction  arithmétique  de 
l'équation 

F(^,r,Ar)=o,  (F) 

et  supposons  que  de  cette  équation  Ton  puisse  tirer  deux 
valeurs  de  A^  en  fonction  de  x^j^.  Après  qu'on  se  sera 
donné  arbitrairement  la  valeur  initiale j^o  9  correspondant 
à  une  valeur  déterminée  de  x,  telle  que  j:=o,  on  aura, 
suivant  qu'on  choisira  pour  A^  l'une  ou  l'autre  des  deux 
valeurs  fournies  par  l'équation  (F),  deux  valeurs  diffé- 
rentes de  /,,  à  chacune  desquelles,  par  la  même  raison^ 
correspondront  deux  valeurs  différentes  de^,,  de  sorte 
qu'il  y  aura  quatre  systèmes  distincts  de  valeurs  pour 
la  série  partielle  (^"oyJKii^a)-  On  obtiendrait  huit  systèmes 
distincts  pour  la  série  partielle  (/©•^M/a^^a)»  qui  com- 
prend un  terme  de  plus,  et  ainsi  de  suite.  En  général , 
si  l'équation  (F)  donne  m  valeurs  pour  A^,  la  série  par- 
tielle (/oy^n^avvTii)  pourra  être  construite  d'après 
cette  équation,  d'autant  de  manières  différentes  qu'il  y 
a  d'unités  dans  m!*.  L'équation  aux  différences  prise  pour 
exemple,  est  du  premier  ordre,  mais  les  mêmes  remar- 
ques sont  applicables  aux  équations  aux  différences  d'un 
ordre  quelconque. 

Si,  parmi  les  diverses  séries,  ainsi  dérivées  arithmé- 
tiquement  de  l'équation  (F),  il  s'en  trouve  plusieurs  dont 
le  terme  général  puisse  être  exprimé  par  une  fonction 
algébrique  ou  transcendante  de  l'indice  et  de  la  valeur 
initiale  ^^y  ou  d'ime  constante  arbitraire  qui  en  tient 
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lieu,  l'équation  proposée  aura  plusieurs  intégrales  dis- 
tinctes, et  néanmoins  complètes,  puisqu'elles  contiendront 
une  constante  arbitraire. 

Tel  est  en  effet  le  résultat  auquel  on  arrive  indirecte- 
ment, quand,  au  lieu  de  remonter  de  l'équation  aux 
différences  à  Tintégrale  complétée  par  une  constante 
arbitraire,  on  part  d'une  équation  entre  x^jr  et  uoe 
constante,  pour  arriver  à  une  équation  aux  différences 
d'oïl  cette  constante  se  trouve  éliminée. 

Prenons  comme  exemple  l'équation  très-simple 

qui  donne  par  ta  différentiation ,  pour  Ax=i, 

Ar==a,  (2) 

et  par  l'élimination  de  la  constante  a^ 

d'où  il  suit  que  l'équation  (i)  est  ^'intégrale  complète 
de  l'équation  (3). 

G)nsidérons  maintenant  dans  l'équation  (i)  le  para- 
mètre a  comme  une  fonction  variable  de  x^  et  afin  que 

les  équations  (2)  et  (3)  n'en  subsistent  pas  moins,  égalons 
séparément  à  zéro  la  portion  de  la  variation  du  second 
membre  de  l'équation  (i),  qui  provient  de  la  variation 
de  a  :  nous  aurons 

Aa ( Aa  +  2a-|-ar+i)  =  o  ; 

et  cette  équation  se  décompose  en  deux  autres 

Aa  =  o  ,  Aa  -h  2a  -h  a:  +  I  =*  o  .  (4) 

La  première  donne  a:=iconst,^  ce  qui  fait  retomber 
sur  l'équation  (1).  On  pourrait  appliquer  à  la  seconde 
la  formule  générale  du  n°  607  pour  l'intégration  des 
équations  linéaires  du  premier  ordre;  mais  si  l'on  pose 
directement  r/=;^-|-//?.r-|-/? ,  u  désignant  une  nouvelle 
fonction  de  .?,  et  rn^n  des  constantes  indéterminées,  il 
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viendra 

A«  +  aii+(am  +  i)^  +  2/i4-m  +  i  =o  , 

ou  simplement,  en  prenant  m=^ — x,  ai= — \^ 

Ai«-4-2tt=:  O  •  (5) 

L'ëquation   (5)   qui    peut    se    mettre    sous   la    forme 
/#ar+,-f-i/,=o,  a  pour  intégrale  complète 

Ux'=^b{^ —  i)*  ,  d'où  a  =  i  { — x)* — » 

b  désignant  une  constante  arbitraire. 

Cette  valeur  de  a  doit  être  substituée  dans  l'équation 
(i).  Pour  faciliter  la  substitution,  on  met  celle-ci  sous  la 
forme 

ce  qui  donne 

r=[M-i)^-^]*-^-  (6) 

On  obtient  ainsi  une  équation  en  x^jy  jouissant  de  la 
propriété  de  satisfaire  à  Téquation  (3),  et  qui  en  est, 
aussi  bien  que  Téquation  (i),  une  intégrale  complète, 
puisqu'elle  renferme  la  constante  arbitraire  b. 

613.  Le  géomètre  Charles,  qui  a  signalé  le  premier 
la  multiplicité  des  intégrales  que  comportent  les  équa- 
tions aux  différences,  distingue  ces  intégrales  en  directes 
et  en  indirectes.  Suivant  son  langage,  l'équation  (3)  au- 
rait pour  intégrale  directe  l'équation  (i)  et  pour  intégrale 
indirecte  l'équation  (6);  mais  ces  expressions  doivent 
être  bannies  comme  propres  à  donner  des  idées  inexactes. 
S'il  est  vrai  qu'en  opérant  comme  on  l'a  fait  ci-dessus, 
c'est-à-dire  en  se  donnant  directement  l'intégrale  (i), 
pour  en  conclure  l'équation  aux  différences  (3)  et  ensuite 
la  seconde  intégrale  (6),  celle-ci  n'a  été  obtenue  que 
d'une  manière  indirecte,  il  est  vrai  aussi  que,  quand  on 
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se  donne  d^abord  l'equatiou  aux  différences ,  les  deux 
intégrales  qui  y  satisfont,  qui  sont  toutes  deux  complé- 
tées par  une  constante  arbitraire,  sont  aussi  directes 
Fune  que  l'autre,  bien  que  l'une  d'elles  puisse  avoir 
accidentellement  une  forme  algébrique  plus  simple. 

Bien  ne  s'oppose  en  effet  à  ce  qu'on  traite  l'équation 
(6)  comme  on  a  traité  l'équation  (i),  en  y  considérant 
le  paramètre  b  comme  une  fonction  de  .r,  et  en  égalant 
séparément  à  zéro  la  somme  des  termes  provenus  de  la 
variation  de  ce  paramètre.  L'équation  en  b  est,  toutes 
simplifications  faites, 

A6-i- 2*4-^  —  1/^=0  , 
et  si  l'on  y  applique  la  formule  du  n*"  607,  il  vient 

b={x{—iY+c{—iY, 

c  désignant  une  constante  arbitraire.  Cette  valeur  de  b^ 
substituée  dans  l'équation  (6),  donne 

et  enfin  si  l'on  change  de  constante,  en  posant  c — j=tiy 
on  retombe  sur  l'équation  (i),  qui  par  conséquent  dérive 
de  l'intégrale  (6),  de  la  même  manière  que  Téquation  (G) 
dérive  de  l'intégrale  (i). 

On  peut  encore,  par  un  autre  procédé,  obtenir  si- 
multanément les  intégrales  (i)  et  (6).  Car  si  l'on  diffé- 
rentie  l'équalion  (3),  il  vient 

A  j-  (A*j  -I-  2  Aj  4-  a;  4-  I  )  ==  o  , 

équation  du  second  ordre,  qui  se  décompose  en  deux 

autres 

A*j?'=o  ,    A'j4-  2A/4-^4-i=o  . 

La  première  donne  A^^=a,  et  cette  valeur  de  a^,  subs- 
tituée dans  l'équation  (3),  reproduit  l'intégrale  (1). 
En   intégrant   une  première  fois  la   seconde  équation, 
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comme  on    a    intégré    la    seconde   équation   (4)^    on 
obtient 

et  cette  autre  valeur  de  t^y^  substituée  à  son  tour  dans 
l'équation  (3),  reproduit  l'intégrale  (6). 

Le  lecteur  remarquera  l'analogie  de  ces  calculs  avec 
ceux  qui  donnent  les  intégrales  singulières  des  équations 
difTérentielles  dont  on  a  l'intégrale  générale;  mais  il  s'en 
faut  bien  que  cette  analogie  soit  complète,  puisqu'ici 
les  deux  intégrales  obtenues  ont  chacune  une  constante 
arbitraire,  et  que,  si  l'on  voulait  maintenir  sous  un  cer- 
tain point  de  vue  l'assimilation  avec  les  intégrales  sin- 
gulières, la  réciprocité  des  rapports  existant  entre  les 
deux  intégrales  de  l'équation  aux  difTérences,  obligerait 
de  regarder  successivement  chacune  de  ces  intégrales 
comme  remplissant,  par  rapport  à  l'autre,  la  fonction 
d'intégrale  singulière. 

614.  M.  Poisson  a  présenté  sous  un  autre  aspect, 
qu'il  est  intéressant  de  connaître,  ce  mode  de  dérivation 
réciproque. 

Concevons  l'équation  (i)  résolue  par  rapport  à  la 
constante  a  et  mise  sous  la  forme 

{a  —  u){a  —  s^)=o  ,  (7) 

w,  V  désignant  généralement  des  fonctions  de  x^j.  Soient 
a„  v^  ce  que  deviennent  w,  v^  quand  on  y  change  x^j 
en  j:-hA^,jr-f-A/,  on  aura  encore 

(«  —  ".)(«— ^.)=o  ;  (8) 

et  l'élimination  de  a  entre  les  équations  (7)  et  (8)  re- 
viendra à  l'élimination  de  cette  même  constante  entre 
l'équation  primitive  (i)  et  son  équation  aux  différences 
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(7).  Ije  résultat  de  cette  élimination  sera  évidemment 
réquation  aux  différences 

{u,—u){u^  —  v){if^  —  u){v,—u)=o  y  (9) 

laquelle  doit  par  conséquent  être  identique  avec  l'équa- 
tion (3).  Or^  réquation  finale,  mise  sous  cette  forme,  se 
décompose  en  quatre  autres 

«j M=0,   C',  ^^1=0,   M, (;=0,   Ç, 14=0. 

I^iCs  deux  premières  conduisent  immédiatement  aux  inté- 
'grales  u — n^  i^==a;  qui  se  confondent  Tune  et  l'autre, 
après  l'évanouissement  des  radicaux,  avec  l'équation 
primitive  (i)*  Les  deux  autres  équations  conduisent  pré< 
cisément  à  l'intégrale  que  Charles  qualifie  d'indirecte, 
par  opposition  à  l'intégrale  primitive  de  laquelle  on  est 
parti. 

Dans  l'exemple  qui  nous  occupe^  on  a 

ce  qui  donne 

i^i— tt=K— I  —  \y{^+ 1  )'+4(  r  •+-  Aj)— i/j7*-*-4r)=o . 

Afin  d'opérer  plus  commodément  l'intégration ,  chan- 
geons de  variable ,  en  posant  |/^»  -|-  ^y=z  :  ces  équa- 
tions deviendront 

pu  bien 

Az  +  22  —  1  =  0,     A<s  4-  23  -h  I  =  o  ; 

et  l'intégration  donnera 

//,  f/'  désignant  des  constantes  arbitraires.  De  là  on 
lire 

'=-4  [-;+*"'-■'')"-?• 
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quations  identiques  avec  l'intégrale  (6),  pourvu  qu'on 
K)8e,  ce  qui  est  permis,  i'=— ^aô,  i''=:a6. 

Si  l'on  conserve  la  variable  auxiliaire  z,  l'équation 
9),  qui  est  une  transformation  de  l'équation  (3),  prend 
a  forme 

et  il  est  clair  qu'on  y  satisfait,  ou  par  une  valeur  de  z 
en  fonction  de  x  qui  rend  nul  un  des  facteurs  pour 
toutes  les  valeurs  numériques  de  x^  ou  par  une  valeur 
de  ^  qui  annule  successivement,  tantôt  l'un  des  facteurs, 
tantôt  l'autre.  C'est  ce  dernier  cas  qui  a  lieu  si  l'on 
prend  pour  z  l'intégrale  de  l'équation 

—  I  +( —  iy^z,—z=o  ,  (11) 

X.  désignant  une  fonction  quelconque  de  Xy  qui  soit  un 
nombre  entier  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  x;  car, 
selon  que  X  a  pour  valeur  un  nombre  j)air  ou  impair, 
la  fonction  (—1)*  prend  les  valeurs  -|-i  ou  — i,  et  le 
premier  membre  de  l'équation  (11)  coïncide  avec  le 
premier  ou  avec  le  troisième  facteur  de  l'équation  (10). 
Pour  intégrer  l'équation  (i  i),  il  suffit  d*en  multiplier 
le  premier  membre  par 

(-ip, 

car  elle  prend  alors  la  forme 

—  (  — iP+A[(  — ipz]  =  o, 
d'où  l'on  tire 

(—i)i:^z  =  const.-h:^.  K— O^*]  • 
On  simplifie  ce  résultat,  en  remarquant  que  l'inté- 
grale 2X  doit  être,  comme  la  fonction  X,  assujettie  à 
la  condition  de  prendre  des  valeurs  entières  pour  toutes 
les  valeurs  entières  de  x.  Le  carré  de  la  fonction 

est  donc  constamment  égal  à  i  ;  et  par  conséquent,  si  l'on 
T.  II.  3a 
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élève  au  carré  les  deux  membres  de  Téquation  précé- 
dente, eu  remplaçant  la  fonction  arbitraire  2X  par  X, 
on  aura 

Suivant  qu'on  prendra  X=i,  ouX=j;,  on  retrouvera 
par  cette  formule  l'intégrale  (i)  ou  l'intégrale  (6);  mais 
on  pourra  en  déduire  une  infinité  d'autres  intégrales,  en 
assignant  d'autres  formes  à  la  fonction  X. 

Si  Ton  représente  par  X'  une  fonction  de  x^  qui  soit, 
ainsi  que  X,  un  nombre  entier  pour  toutes  les  valeurs 
entières  de  .r,  l'intégrale  de  l'équation 

—  H-(— OX;s,— (  — i)x'z=o 
devra  encore  satisfaire  à  l'équation  (lo);  mais  en  effec- 
tuant cette  intégration,  on   trouve  que  les  deux  fonc- 
tions arbitraires  X  et  X'  se  confondent  en  une  seule 
dans  l'intégrale,  et  l'on  retombe  sur  la  formule  (i^). 

Ces  remarques  sur  la  multiplicité  indéfinie  des  inté- 
grales que  comportent  certaines  équations  aux  diffé- 
rences, sont  encore  dues  à  M.  Poisson,  et  font  l'objet 
du  mémoire  par  lequel  ce  géomètre  éminent  a  débuté 
dans  une  carrière  parcourue  depuis  d'une  manière  si 
glorieuse  et  si  profitable  aux  sciences.  On  voit  d'ailleurs 
que  cette  multiplicité  indéfinie  doit  résulter  de  ce  que 
Ton  peut  construire  arithmétiquement  [612]  une  infi- 
nité de  séries  distinctes,  ayant  toutes  un  premier  terme 
commun,  et  satisfaisant  toutes  à  la  même  équation  aux 
différences,  lorsque  celle-ci,  résolue  par  rapport  à  la  dif- 
férence de  l'ordre-  le  plus  élevé,  comporte  plusieurs  ra- 
cines. Mais  il  s'agissait  de  montrer  que,  parmi  toutes  ces 
séries,  il  y  en  a  un  nombre  infini  dont  on  peut  exprimer 
analvtiquemeut  le  terme  général,  et  c'est  ce  que  la  dis- 
cussion qui  précède  nicl  liors  de  doute. 
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615.  Il  est  bon  de  remarquer  que  le  passage  d'un 
facteur  à  l'autre  peut  avoir  lieu,  non-seulement  pour  les 
intégrales  qu'on  obtient  dans  l'analyse  précédente  par 
l'introduction  du  facteur  ( — î)^,  mais  encore  pour  les 
intégrales  qualifiées  par  Charles  de  directe  et  d'indi- 
recte. Supposons ,  par  exemple,  que  l'on  ait  pour  x=o^ 
y"=z  I  et  par  suite  z=a  ;  les  quatre  facteurs  du  premier 
membre  de  l'équation  (lo),  séparément  égalera  zéro  et 
intégrés  d'après  cette  condition  initiale,  donneront  : 

^  =  a:  +  a  ,  d'où  /  =  07  -4-  I  , 

Z-=L 07+2,  J'  = X-¥\    , 

La  première  équation  donne  à  z  une  valeur  néga- 
tive quand  X  prend  des  valeurs  négatives,  numérique- 
ment plus  grandes  que  i\  au  contraire  la  quatrième 
équation  donne  à  z  des  valeurs  négatives  pour  toutes 
les  valeurs  positives  de  x^  plus  grandes  que  i  ;  la  valeur 
de  z^  tirée  de  la  seconde  ou  de  la  troisième,  est  positive 
ou  négative,  suivant  qu'on  prend  pour  x  un  nombre  pair 
ou  impair.  En  conséquence,  l'équation  ^;^=^-|-i  satisfait 
à  l'équation  aux  différences 

A/=T  (  —  ^  +  l/a;^+47  )  ,  (i3) 

pour  toutes  les  valeurs  de  x> — 2,  et  au  contraire  à 
l'équation 

Ar=^7(— ^•— l/^'+4r) .  (i4) 

pour    toutes    les    valeurs    de    x  < — 2.    Quant    aux 
équations 

32. 
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'«Htts   satisfont   alternativement  à    l'équation  (i3)  et  à 
']fi%iation(t4). 


liaisons  aiialogups  à  celles  qui  existeot  entre  les  inté- 
grales singulières  et  les  intégrales  générales  des  équa- 
tionï  différentielles;  mais  cette  analogie,  comme  ou  l'a 
déjà  dit,  n'est  que  partielle  et  incomplète.  Si  l'on  con- 
sidère comme  la  propriété  caractéristique  des  intégrales 
singulières,  de  ne  pouvoir  être  complétées  par  une 
constante  arbitraire,  l'analogie  s'évanouira;  mais,  d'au- 
tre part,  on  peut,  ainsi  que  M.  Poisson  l'a  encore  fait 
voir,  assigner  à  certaines  équations  aux  différences  des 
intégrales  singulières,  qui  ne  rentreut  point  dans  les 
intégrales  déterminées  par  les  méthodes  précédentes,  . 
et  qui  sont  analogues  aux  intégrales  singulières  des 
équations  différentielles ,  précisément  d'après  ce  carac- 
tère de  ne  pouvoir  être  complétées  par  une  constante 
arbitraire. 

En  eflèt ,  le  calcul  du  a"  477  s'applique  aux  équations 
aux  différences  comme  aux  équations  difTërentielles,  et 
l'on  en  conclut  également  que  toute  valeur  de  ^  en 
fonction  de  x,  qui  jouit  de  la  propnété  de  satîafiiire  h 
une  équation  proposée,  aux  différences  finies,  en  même 

temps  qu'elle  rend  infini  le   coefficient  différentiel  — ^j 

ne  peut  être  qu'une  intégrale  singulière  de  la  proposée, 
dans  le  sens  qui  vient  d'être  expliqué. 
Soit  proposée  l'équation 


^3" 
qui  a  pour  intégrale  complète 


(.5) 


J  fi  *      A  /« 
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a  désignant  la  constante  arbitraire  :  on  en  tire 

dtsy 3    I 

valeur  qui  devient  infinie ,  si  l'on  pose 

(64)*A/— i=o  . 

Quand  on  élimine  h.y  entre  cette  équation  et  la  pro- 

posée,  il  vient 

64  J_^ 
81*64'' 

On  satisfait  à  cette  dernière  équation  en  prenant 

mais  le  premier  couple  ne  satisfait  pas  à  la  proposée, 
tandis  que  les  deux  dernières  valeurs  de  ^9  qui  y  satis- 
font ,  donnent  deux  intégrales  singulières  de  l'équa- 
tion (i5). 

L'équation  (16)  qui  détermine  les  valeurs  de  la  cons- 
tante arbitraire  a  pour  tout  système  de  valeurs  initiales 
attribuées  à  x  et  à  /,  comporte,  en  général ,  trois  ra- 
dnes  inégales  ;  mais  elle  acquiert  deux  valeurs  égales 
lorsque  les  valeurs  attribuées  à  ^  et  à^  vérifient  l'inté- 
grale singulière. 

La  valeur ^^t=:o  satisfait  à  la  proposée,  mais  n'en  est 
pas  une  intégrale  singulière ,  puisqu'on  l'obtient  en  fai- 
sant a?=o  d^ms  l'équation  (16). 

017.  Une  équation  dans  laquelle  un  paramètre  consr 

tast  n'entre  qu'au  premier  degré,  mais  où  la  variable  jr 

est  âevée  au  carré  ou  à  des  puissances  supérieures, 

con^t,  par   l'élimination    de    ce   paramètre,  à  une 

ation  aux  différences  d'un  degré  élevé  par  rapport 


802  :  nLmrÉÈ  ▼ni;*  u^iCHàPitMi'urjvv 

^  É^.  Vr&ïùfâB  pour  exemple  féqotf ion 

i^;^«±so  :  -     •  '  («7) 

OD  en.  ÛÉt^j'fÊt  VéËmîm6M'^Wi^¥é^^^ 
fiireiices  i  /,    -  'L\^ 

^  denenf  ^  étam.réioliie,     ;  ^ .  fi 

■     •  V^'^ rIi:-.irË V^^S±if 'Y''-i''*  '••'.'•**•'"• 

\  /     ^       J  **î;;:t  '    ïi  .  >î*:;.'. 

Il  est  dair  que  la  oûii8tÉiiclioii,arithmëti^^  o^te 
éqoatioii  anx  dîffibviioes  dame  due  infinité  de  séries 
disdDcM  peiiir  lin  mène  qMèUe'^ 
el  ponrtanl  on  iie  peut  paa,  en  fittaantf  nrier  la  ^xmr 
tante  a  dans  l'ëcpùtlion  (1  j),  en  déd^iile  indiirecAenieDt 
^àotm  iirtégraleir  de  Péqtm  Foàf  lé- 

jioilt  <Mte  ménfe  équation  (t^)  |||M^^'H^^  jH^  «i 

Taleon  .  .    ,    ^  •  *' 

(qui  sont  les  seules  qu'on  en  puisse  déduire,  lorsqu'on 
s'astreint  à  traiter^  comme  une  fonction  continue  dex), 
mais  encore  une  infinité  d^autres  valeurs  comprises 
dans  la  formule  générale 

X  étant  une  fonction  de  x,  assujettie  seulement  à  donner 
des  nombres  entiers  pour  toutes  les  valeurs  entières 
de  X.  La  multiplicité  indéfinie  des  fonctions  comprises 
dans  cette  formule ,  correspond  à  la  multiplicité  indéfinie 
des  séries  que  l'on  peut  construire  arithmétiqoement, 
au  moyen  de  l'équation  aux  différences. 
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618.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici/  pour  plus  de 
stsiplicîté  y  A^ir  =  I  :  admettons  toujours  que  cette  dif- 
féreuce.soit  constante,  mais  laissons^en  ]a  valeur  numé- 
rique indéterminée  L'équation 

yz=,ax  +  a*  ,  (i) 

que  nous  avons  prise  pour  exemple^  eonduira ,  par  l'éii- 
mination  de  la  constante  a,  à  l'équation  aux  différences 

La  aeconde  équation  (4)  sera  remplacée  par 
et  celle-ci  «ura  pour  intégrale 

d'où  résulte  cette  autre  intégrale  complète  de  Téqua- 
tion(i), 

X 

Si  maintenant  on  suppose  que  tix ,  et  par  suite  ^y  , 
deviennent   des  quantités   iafiniment   petites,    Féqua- 
tien  (19)  se  changera  dans  l'équation  difierentielle 

dy^         dr  .     . 

st  l'intégrale  (r),  dans  laquelle  la  différence  Aj?  n'entre 
pas,,  sera  encore  l'intégrale  complète  de  cette  équation 
différentielle,  à  cause  de  la  constante  arbitraire  qu'elle 
comprend.  Mais  comme  l'intégrale  (20)  renferme  une 
fonction 

de  L'espèce  de  celles  que  nous  avons  indiquées  au  n°  a, 
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laquelle  reste  discontinue,  même  quand  l'exposant  varie 
d'une  manière  continue ,  on  ne  peut  faire  que  la  yalaur 
de  ^9  tirée  de  Tintégrale  (ao),  soit  une  fonction  con- 
tinue ;  et  ainsi  cette  intégrale  n'a  aucun  sens  par  rap- 
port à  l'équation  (12 1),  à  moins  qu'on  nç  fasse  disparaître 
la  fonction  discontinue,   en  assignant  à  la  oonstMite 

arbitraire  6   la  valeur  zéro.  Dans  ce   cas,  le  terme-— 

4 

s'évanouissant  aussi  à  la  limite,  l'équation  (ao)  donne 

. -• 

^  4' 

valeur  qui  satisfait  à  l'équation  (ai),  et  qui  en  est  une 
intégrale  singulière,  puisqu'on  ne  peut  la  déduire  de 
l'équation  (i)  par  une  détermination  convenable  de  la 
constante  arbitraire  a. 

Le  même  résultat  se  verra  peut-être  mieux  encore, 
si  l'on  remplace  la  fonction 

comme  cela  est  permis,  tant  que  .r  désigne  une  va- 
riable discontinue  assujettie  à  croître  par  intervalles 
constants  A.r.  Assigner  la  valeur  de  cette  dernière  ex- 
pression quand  \r  s'évanouit,  ce  serait  assigner  la  li- 
mite vers  laquelle  elle  converge  quand  \r  converge 
vers  zéro.  Or ,  cette  limite  est,  par  la  nature  de  la  fonc- 
tion, indéterminée  et  inassignable.  On   sait  seulement 

que  le  facteur  cos  —  reste  toujours  comptns  entre  les 
limites  -[-i  ^^ — *»  ^^  P**"  conséquent,  que  la  quantité 
indéterminée  &  OQS~-  dliqianU  toujours  ,  lorsqu'on 
prend  It  ccr*^  fc»'^  wa. 
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619.  Ces  faits  d'analyse  s'accordent  parfaitement  avec 
ce  que  nous  savons  sur  la  nature  des  fonctions  continues 
et  discontinues,  et  sur  le  passage  du  fini  à  Tinfiniment 
petit  par  la  considération  des  limites,  sans  qu'il  y  ait 
lieu  d'en  conclure  en  thèse  générale,  comme  l'a  fait 
Lagrange  Q ,  que ,  «  dans  le  passage  du  fini  à  Tinfini- 
ment  petit,  il  faut  supprimer  entièrement  tous  les  ter- 
mes qui  peuvent  contenir  l'infiniment  petit,  quoique 
ces  termes  puissent  n'être  pas  eux-mêmes  infiniment 
petits  »;  ni  surtout  que  «  si  le  passage  du  fini  à  l'infini- 
ment petit  peut  être  admis  comme  moyen  mécanique 
de  calcul,  il  ne  peut  servir  à  faire  connaître  la  nature 
des  équations  diiférentielles.  » 

Nous  sommes  seulement  autorisés  à  conclure  de  ce 
qui  précède,  que,  parmi  les  intégrales  complètes,  en 
nombre  infini,  que  comportent  certaines  équations  aux 
différences,  toutes,  à  l'exceptioa  d'une  seule,  contien- 
nent des  fonctions  de  bjc  qui  deviennent  discontinues 
pour  Aj;z=:o  :  car,  s'il  en  était  autrement^  on  en  dédui- 
rait, en  passant  à  la  limite,  plusieurs  intégrales  corn* 
plètes  d'une  équation  différentielle  correspondante,  ce 
qui  est  absurde.  Quand  cette  équation  différentielle 
admettra  une  solution  singulière,  celle-ci  pourra  se 
déduire ,  tantôt  d'une  intégrale  singulière  de  l'équation 
aux  différences ,  tantôt  de  l'une  de  ses  intégrales  com- 
plètes, moyennant  qu'on  supposera  nulle  la  constante 
arbitraire  que  celle-ci  renferme,  pour  supprimer  la 
fonction  de  Sx  dont  la  présence  empêchait  le  passage 
du  fini  à  l'infiniment  petit. 


(')  Leçons   sur  le  calcul  des  fonctions ,  p.  3o3  et  3o4  de  Tédit. 
de  1806. 
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et  pur  suite 

Ibb  W  praHÙer  couple  ne  saitis&lt  pK  à  reqnabon  (^3), 
et  rintit^  $r$lèMie  Je  Tdknrs  ne  nevt  lenrôeatcr  âne 

^  "  n. 

iSMict«Mi  çiMitinne  :  «înâi  «  FèifnaLlîf»  ji3^  ne  conporte 
|Ni6^  4e  tiJndan  sèn^iidEim  ^  Kme  ^p^  rêipnlMi  (s^;  qui 
Wi  oicte^piiMiii  en  ;ftiinet^f  «ne. 
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CHAPITRE  IV. 


DES     ÉQUATIONS     AUX    DIFFERENCES    FINIES    ENTRE     DES 

VARIABLES  CONTINUES. ^NOTIONS  SUR  LES  ÉQUATIONS 

AUX  DIFFERENCES  MÊLÉES  ET  SUR  LES  ÉQUATIONS 
AUX  DIFFÉRENCES  FINIES,  A  DEUX  VARIABLES  INDÉ- 
PENDANTES. 


$  1^^.  Des  équations,  aux  différences  finies  «nire  dés  variables 

"continues* 


620.  Lorsque  l'on  considère  une  équation  aux  diffé- 
rences comme  une  condition  à  laquelle  doit  satisfaire 
une  fonction  continue  de  la  variable  indépendante,  la 
fonction  ne  peut  être  déterminée,  dans  toute  Fétendue 
de  son  cours,  qu'autant  que  Ton  assigne  arbitrairement, 
ou  par  des  conditions  indépendantes  de  Téquation  pror 
posée,  la  forme  de  la  fonction  dans  Tintervalle  A.r  de  deux 
valeurs  consécutives  de  la  variable  indépendante,  si  Té- 
quation  aux  différences  est  du  premier  ordre,  ou  la  forme 
de  la  fonction  dans  l'intervalle  A^-[-A^j,  si  l'équation  est 
du  second  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi,  étant  donnée  l'équation 

/(^,7,A7)=o,  (i) 

oîi  nous  supposerons^  pour  plus  de  simplicité,  que  x 
croît  par  différences  constantes,  égales  à  l'unité,  on  ne 
pourra  construire  pour  toutes  les  valeurs  de  x  la  courbe 
dont  j'  est  l'ordonnée,  qu'en  traçant  d'abord  arbitraire- 
ment cette  courbe  entre  deux  abscisses  x^^x^-\'\^  dont 


,    fi08  LfirRB  ▼!! I.    —   €fiAl»mS    IITv 

l'une  esl  arbitraire  :  réqaation  aux  diffiSreuoes  dét&e^ 
minera  le  tracé  de  kitoon^i^pt  tout  le  iurplus  de  son 
V  cours^  pimqu'on  en  déduira  les  valeura  de^  correspon- 
danlei  aux  àbaàmm  ~  * 

éa%r$  sOé  ^  a^Xfc  U  hat  dicÉM^^irfcipco(|iirtBMff>  <pia  TigH 
i%ralede  FÀ}iiatkia((i),  pow^aivaî^^W^taànekdegrë 
^  de  généralité  que  l'équation  dont  elle  déofre^  «dunette 
dans  son  eitpresrion  une  fonction  ati>itraire  d'une  é^èes 
particulière. 

<m  de  il  forme  ...r,,:';i:        .     "       •  • 

^fiwgpoar  far  cmiMfUMibli  d»  htyJMt^tS'^^at 
inûratMHRe^  #ue^ fwjpi  trace' v idMMral  aÉMuMMPlMaieiifeMNiis 
eéurih»v\^n<m^*»9til€diwt'-^^       '|ftiÉiiwrl><i4;^fiti^i, 

vient  à  tracier  entre  leii  abM^^sés  i?6^*o-4^t  lardewt 
courbes  qui  auraient  pour  ordonnées  jr  et  A^.  Récipro- 
quement, l'intégrale  seconde  de  Téquatiou  (2),  pour  avoir 
toute  la  généralité  qu'elle  comporte,  doit  admettre  dans 
son  expression  deux  fonctions  arbitraires,  et  ainsi  de 
suite. 

62 1 .  Lorsque  ^  désigne  une  variable  indépendante,  à 
différences  constantes,  l'introduction  de  ces  fonctions 
arbitraires  n'exige  pas  d'autres  procédés  de  calcul  que 
ceux  qui  ont  été  suivis  pour  l'intégration  des  équations 
aux  différences,  quand  cette  opération  avait  pour  bat 
la  détermination  du  terme  général  d'une  série.  En  effet, 
rien  n'empêche  de  considérer  les  constantes  arbitraires 
introduites  par  l'intégration  comme  des  fonctions  pe- 


j 
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riodiques  telles  que 

assujetties  à  reprendre  les  mêmes  valeurs  chaque  fois  que 
X  augmente  de  iix^  et  d'ailleurs  arbitraires  :  la  différence 
Af  étant  nulle^  en  vertu  de  cette  hypothèse,  pour  toutes 
les  valeurs  de  x,  de  la  même  manière  que  si  9  désignait 
un  paramètre  constant.  Tant  que  la  variable  y  n'in- 
dique que  les  termes  successifs  d'une  série  dont  x  est 
l'indice,  cette  distinction  n'est  d'aucune  importance, 
puisque  la  fonction  f ,  aussi  bien  qu'une  constante  pro- 
prement dite,  conserverait  toujours  la  même  valeur  nu- 
mérique pour  toute  la  série  des  valeurs  de^;  mais  quand 
au  contraire  x  ely  sont  des  variables  continues,  la  fonc- 
tion 9  varie  avec  x\  et  il  ne  s'agit  plus  que  de  la  dé- 
terminer de  manière  que  la  courbe  dont  y  est  l'ordon- 
née se  confonde  avec  une  courbe  tracée  arbitrairement 
entre  les  abscisses  x^^x^-^i^x. 

Soit  F(x^j^,a)=o  l'intégrale  d'une  équation  aux  dif- 
férences du  premier  ordre,  avec  la  constante  arbitraire 

a  :  elle  deviendra 

F(^jJ>?)=û,  (3) 

quand  on  y  remplacera  la  constante  par  la  fonction  ar- 
bitraire ç.  Nous  supposons  que  l'intégrale  F=o  ne 
contient  pas  de  fonctions  telles  que  ( — 1)%  incompa- 
tibles avec  l'hypothèse  de  la  continuité  des  variables 

Désignons  par  tx  l'ordonnée  de  la  courbe  tracée  ar- 
bitrairement entre  les  abscisses  x^^Xo-^-^  :  on  aura, 
pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  ces  limites , 

F(j:,  fx^  ç)  ==  o ,     d'où     <p  =  ^x , 

4>  désignant  une  fonction  déterminée  et  connue.  Il  suf- 
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fira  donc  [livre  V,  chap.  XII]  de  développer  en  série 
trigonomélrique  convergente  la  fonction  ^x  donnée 
entre  les  limites  Xo^iXo-^-iix^  puis  de  reporter  cette  série 
a  la  place  de  ç  dans  l'intégrale  (3). 

Si  Ton  avait  l'intégrale  seconde  d'une  équation  du 
second  ordre  avec  deux  constantes  arbitraires  a^b,  on 
en  tirerait  djeux  équations  de  la  forme 

F(j?,7,  A7,a)  =  o ,     F ,  (a;,/,  A/,*)  =  o , 

et  en  remplaçant  a^b  par  deux  fonctions  périodiques 

arbitraires  99919 

F(^,7,  A7,  (p)  =  o ,     F ,  (^,7,  A7,<p,)  =  o. 

Soit  (entre  les  limites  x^^  x^-^  Ax)  j=zfx^  Xjr=(^x  :  il 

viendra 

F(ar,  f^,f,^,9)=t=:o,     F,(j:,  f^,f,j:,<pJ  =  o, 
d'où 

et  il  ne  s'agira  plus  que  de  développer  les  fonctions 
données  ^x^  ^i  x  en  séries  trigonométriques ,  pour  les 
substituer  ensuite  au  lieu  de  a^  b  dans  l'intégrale  seconde. 
Le  même  calcul  s'appliquerait  aux  intégrales  d'un  ordre 
quelconque,  mais  on  a  besoin  de  le  modifier  dans  le  cas 
où  les  différences  de  la  variable  x  ne  sont  plus  cons- 
tantes. 

622.  Prenons  pour  exemple  l'équation  traitée  ci-des- 
sus [611] 

dont  l'intégration,  lorsque  j:  et  jr  sont  regardés  comme 
des  variables  continues,  revient  à  déterminer  la  fonction 
i^  par  la  condition 

.L(2^)  =  (ij;jr)^  —2.  (4) 

Nous  avons  trouvé  qu'on  y  satisfait  en  prenant 


7=i};.r=c*o  -+-  c 


X 
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mais,  ici,  les  constantes  x^j  c  perdent  la  signification 
qu'elles  avaient  lorsque  x^y  désignaient  les  termes  cor- 
respondants de  deux  séries  distinctes;  et  l'équation  (5) 
étant  regardée  comme  une  solution  de  Téquation  (4),  on 
peut,  sans  restreindre  l'étendue  de  cette  solution,  rem- 

placera'**  par  c,  ou,  ce  qui  revient  au  même^  poser 

Xo=:\.  On  a  ainsi 

j=znju:=c*+tf-'.  (6) 

Remarquons  maintenant  que  cette  équation  résulte  de 

l'élimination  de  /  entre  les  deux  équations 

dans  lesquelles  ;  est  une  variable  qui  croît  par  diffé- 
rences constantes,  égales  à  l'unité.  On  y  peut  donc  rem- 
placer la  constante  c  par  une  fonction  périodique  de  i, 
f  (sin  2  TTZ,  cos  iT:i)y  qui  ne  change  pas  de  valeur  quand  / 
augmente  de  l'unité  :  ce  qui  revient  à  écrire,  au  lieu  de 
l'équation  (6), 

.    •  ,  r  /^  .    aîcloff^  sTrloffjcXT* 

v==d;j:=    9(  sm— = — 2—,    cos  —, — 2_  ) 

•^     ^       L  V      ïog  2  log  2  yj 

[/  .   27rlofi:^         2TCioff  j?"\n— «    ,  . 

Toutes  les  formes  de  la  fonction  ^,  comprises  dans  la 
précédente  formule,  satisferont  à  l'équation  (4). 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  pourrait  construire  la 
fonction  if  dans  toute  l'étendue  de  son  cours ,  en  vertu 
de  l'équation  (4)?  ^i  1'^^  traçait  arbitrairement  la  courbe 
dont  cette  fonction  est  l'ordonnée,  entre  les  abscisses 
Xoy  '^Xo^  Xo  désignant  une  abscisse  quelconque,  différente 
de  zéro.  Soit  fx  cette  valeur  donnée  de  ifx^  entre  les  li- 
mites indiquées  ci-dessus  :  on  aura 

f(2')=<p2'-h-^.,     d'où     cp  =  <!>/.  ((p) 


lJMiiA«  MiiiiiiM'«i*can  qiiM'(iiti|(fatawÀ!  râU)^ 
«141)  «MÀiiclRaMellM  Mi«tldln<Mflii*»if  «it« 

lllli  Bâta»-'*-'  >■'  ■i«i/..,v.'.i...v  :•  ■  i;u' 

■    log  a  log  a 

On  pourra  donc  esprimer  ç  en  série  trigonomélriqtie 
de  (,  remettre  pour  i  sa  valeur  en  .r,  et  substituer  dans 
l'équation  (7)  cette  valeur  de  ç,  au  moyen  de  quoi  la 
fonction  ^x  aura  reçu    l'expression  qu'elle  comporte. 

Les  deux  termes  du  dernier  membre  de  l'équation  (■y) 
se  réduisent  à  l'unité  pour  ,i:=o,  à  cause  que  les  quan- 
tilés  de  la  forme  sin  (±co  J,  cos  (±00  ),  quoique  indé- 
terminées, sont  comprises  entre  des  limites  finies  [6ifl]; 
d'ailleurs  on  tire  directement  de  l'équation  (4),  ^{0)=^, 
quelle  que  soit  la  forme  particulière  delà  fonction >f, 
pourvu  seulement  qu'elle  soit  assujetties  rester  constam- 
ment positive,  condition  sans  laquelle  la  formule  (7), 
dont  le  dernier  membre  est  essentiellement  positif,  ne 
pourrait   subsister. 

En  différentiant  l'équatiou  (4)  par  rapport  à  or,  on  a 
i]*'fax)r=((.x.'J'',r,  d'où  ij,'(oJ::;^o,  quelle  que  soit  la  forme 
particulière  de  ta  fonction  <{,. 

La  formule  (7)  ne  s'étendrait  pas  aux  valeurs  néga- 
tives de  X,  parce  qu'en  effet  la  fonction  <p.ï:  ne  peut  être 
construite  au  moyen  de  l'équation  (f)  que  pour  les  va- 
leurs positives  de  x^^a',  après  qu'on  s'est  donné  ta 
forme  de  la  fonction  îx  entre  les  abscisses  .r^  %x„  x, 
désignant  une  abscisse  positive. 

Ajoutons  ici  une  remarque  essentielle  et  dont  il  ne 
paraît  pas  que  les  auteurs  qui  ont  traité  de  ce  point  d'a- 
nalyse aient   tenu  comptp  :   c'est  que   la  formule  (7), 
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malgré  sa  généralité,  ne  satisfait  pas  aussi  généralement 
que  possible  à  l'équation  (4);  précisément  parce  que 
l'emploi  de  cette  formule  suppose  que  la  fonction  ^  reste 
constamment  positive ,  et  par  suite  que  la  fonction  £r, 
donnée  entre  les  limites  x^^  a^o?  est  elle-même  constam- 
ment positive  entre  ces  limites.  Or,  rien  n'empêcherait 
de  construire  la  fonction  ^  hors  de  ces  limites,  en  vertu 
de  l'équation  (4),  quand  même  la  fonction  îct  serait 
constamment  négative  ou  passerait  du  positif  au  néga- 
tif entre  les  limites  x^^  ix^, 

623.  On  a  ramené  à  l'intégration  d'équations  aux 
différences,  entre  des  variables  continues,  la  détermina- 
tion des  fonctions  arbitraires  dans  les  intégrales  des 
équations  aux  différences  partielles  ;  et  quoiqu'il  ne  pa- 
raisse pas  que  ce  rapprochement  mène  à  des  applications 
vraiment  utiles,  il  convient  de  l'indiquer  pour  l'enchaî- 
nement des  théories.  Un  seul  exemple  remplira  suffisam- 
ment ce  but. 

Soit  l'équation 

jg=:(p(x+  ay)  +^{x — ay), 

provenant  de  l'intégration  de  l'équation  aux  différences 
partielles  du  second  ordre 

et  dans  laquelle  on  se  propose  de  déterminer  les  fonc- 
tions arbitr£^ires  (p,^,  par  la  condition  d'avoir 
I**      pour    y=imx^     z=:fx*j     pour    yz=:.nx^     z-=zfx\ 

ce  qui  revient  à  donner  les  courbes  d'intersection  de  la 
surface  dont  ^,^,2  désignent  les  coordonnées  courantes, 
et  de  deux  plans  menés  suivant  l'axe  des  z. 
On  aura 

T.  II.  33 
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fx  =  cp[;r(i  +/im)]  4-  ^\pc{\—anC)\ , 
ïx  =  ^\x{\ -h  a/i)]  +  ^^i  —  an)\ ; 

et  si  l'on  pose  successivement 

ces  équations  prendront  la  forme 

''\\—amJ       ^\x — am     J       ^'. 

ff — î^ — )=?  ( -^j  +^^- 

\i — anj  \\ — an     J        ^ 

En  combinant  ces  équations  par  voie  de  soustraction, 

on  élimine  la  fonction  ^  et  Ton  a 

Vi — am     J        \\ — an    J     '^  ^i  —  amj        \i  —  anJ 
ou  plus  simplement 

#«)  — ?«  =  F«,  (9) 

en  posant 

i+a/i  (i+am){i — an)        , 

.(>=a,    ) (^ (  =  Ai 

I — an  (i — am)[i+an) 

et  en  désignant  par  Yu  une  fonction  dont  la  composi- 
tion est  donnée.  Or,  il  est  clair  que  l'équation  (9)  peut 
se  ramener  à  une  équation  auj^  différences,  comme  l'é- 
quation (4)  du  n"  précédent,  et  se  traiter  d'une  ma- 
nière analogue.  Ainsi,  quand  on  régarde  u  et  92/  comme 
des  fonctions  de  l'indice  /,  qui  croît  par  différeoces 
constantes  égales  à  l'unité,  on  a 

Après  que  l'intégration  indiquée  par  le  signe  2  aura  été 
effectuée,  on  i^emettra  pour  /  sa  valeur  en  w,  et  l'on 
aura  ç/#  exprimé  en  fonction  de  //  :  cette  fonction  devant 
contenir,  au  lieu  de  constante  arbitraire,  une  fonction 
arbitrairi^  qui  ne  change  pas  de  valeur  par  le  change- 
mont  do  n  en  A//,  ou  une  foncùon  de  la  forme 
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On  remettra  pour  u^  dans  9^^,  sa  valeur  en  v^  et  l'une 
quelconque  des  équations  (8)  déterminera  la  forme  de  la 
fonction  <];. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  les  données  de  la 
question  ne  font  point  connaître  la  forme  de  la  fonction 
^  entre  des  abscisses  telles  que  u^y  hu^^  et  par  con- 
séquent ne  conduisent  pas  à  la  détermination  de  la 
fonction  arbitraire  t;;^  qui  entre  dans  l'intégrale  aux 
différences  de  l'équation  (9);  sans  compter  que  cette 
intégrale ,  quoique  complète ,  peut  ne  pas  avoir  autant 
d'étendue  que  l'équation  (9),  ainsi  que  nous  l'avons  fait 
observer  dans  le  n^  précédent,  au  sujet  de  l'intégrale  de 
ré^uation  (4).  H  faut  donc  regarder  comme  une  simple 
transformation  analytique,  qui  au  fond  n'avance  pas  la 
solution  du  problème,  ce  procédé  pour  la  détermination 
des  fonctions  arbitraires  dans  les  intégrales  des  équations 
aux  différences  partielles  :  procédé  qui  a  occupé  les 
géomètres,  avant  que  les  applications  à  la  physique 
eussent  fait  envisager  la  même  question  sous  d'autres 
faces. 

624.  Parmi  les  problèmes  de  pure  géométrie,  dont  la 
solution  peut  se  rattacher  à  l'intégration  d'équations  aux 
différences,  entre  des  variables  continues,  nous  citerons 
le  suivant,  connu  sous  le  nom  de  problème  des  trajec" 
toires  réciproques.  On  demande  de  tracer  une  courbe 
MM'  {^fig*  I  o4  )  telle  que,  si  l'on  construisait  la  courbe 
NN'  qui  lui  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  j*, 
et  si  Ton  imprimait  à  celle-ci  un  mouvement  de  trans* 
lation  parallèlement  à  l'axe  des^,  elle  couperait  toujours 
la  première  sous  un  angle  constant  a=ja^;a^,r7^  étant 

33. 
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les  tangentes  aux  deux  courbes,  menées  par  le  point  a 
où  elles  coupent  Taxe  des^. 

Soient  p^q  deux  points  pris  sur  l'axe  des  ;r  à  égales 
distances  de  Torigine  ;  menons  les  ordonnées  pm ,  qnn^ 
et  traçons  la  trajectoire  vv'  qui  passe  par  le  point /i': 
l'angle  v/i'y=zN/iç',  puisque  la  trajectoire  NN'  s'est  trans- 
portée en  vv'  en  glissant  parallèlement  à  l'axe  des  /; 
l'angle  \inq  est  égal  à  Mmp^  à  cause  de  la  sj^tiiétrie  des 
courbes  MM',  NN'  par  rapport  au  même  axe;  donc 
l'angle  a/^^==«/^'^-|-^/^  v==a/^'^-|-^M/w/?.  Mais  on  a  aussi, 
par  hypothèse,  âr/i'vz=:a,  et  si  l'on  désigne  par  /i  l'or- 
donnée de  la  courbe  MM',  par  .r  et  — x  les  abscisses 
Oq^  Ofj  il  viendra 

tang  a/l'y  ==^,     t^ngUmp^jy^—^^,^ 

par  conséquent  la  fonction  y  a:  doit,  d'après  les  condi- 
tions du  problème,  vérifier  la  relation 

arc  tongj^  +  arc  tangy^^-^  =  a.  (lo) 

Posons 

a  +  arc  tang  -p-  =fr  :  (i  i) 

2  J  X 

l'équation  (lo)  devient  £t'-|-f( — .r)=o;  et  elle  exprime 
que  la  fonction   f ,  qui  d'ailleurs  peut  être  prise  arbi- 
trairement, est  une  fonction  impaire. 
On  tire  de  l'équation  (ii) 

r-, I I  —  tangua. tang  f:r^ 

tang(^a  +  fr)  tang|a+ tangfr    ' 

mais  quand  f^  désigne  une  fonction  impaire  quelconque, 
tang  îx  désigne  aussi  une  fonction  impaire  quelconque  : 
donc  on  peut  écrire  .plus  simplement 

jy_^_  I— tangua. fo:^ 
tangua  H-fjt* 
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et  par  suite 


A=/ 


l-ungi..£. 


taiig^a-f-  fo 
l'intégration  amenant  une  constante  arbitraire. 

Si  Ton  voulait  rattacher  cette  solution  au  calcul  inté- 
gral aux  difTérenceSy  on  poserait 

arctang-p;7^=/,,  arc  tang  yrZ^)  =^'+'>  ^i+«=— -^ô 
d'où 

et  en  éliminant  /, 

I  b  i 

Yx'=-  a  +  -  x=z  -  CL  +  cx, 
a  a  2 

Les  lettres  a^b^c  désignent ^  dans  le  cas  de  la  disconti- 
nuité des  variables,  des  constantes  arbitraires  qui  devien- 
nent, dans  le  cas  contraire,  des  fonctions  de  /  assujetties 
seulement  à  ne  pas  changer  de  valeur  lorsque  i  aug- 
mente de  l'unité  ou  lorsque  x  se  change  en  —  x,  Donc^ 
dans  l'équation 

arc  tang  ^=z=-a-htf:r,  (la) 

j  X       a 

c  représente  une  fonction  paire  quelconque,  et  ex  une 
fonction  impaire  quelconque  de  la  variable  x;  au  moyen 
de  quoi  les  résultats  exprimés  par  les  équations  (i  i)  et 
(la)  coïncident.  Ce  raisonnement  a  la  rigueur  exigée, 
parce  qu'on  peut  concevoir  que  le  passage  de  la  discon- 
tinuité à  la  continuité  n'a  lieu  qu'après  l'élimination  de 
la  fonction  discontinue  ( — j)';  mais  on  vient  de  voir 
qu'il  est  plus  simple  de  n'y  pas  recourir. 

§  a.  Des  équations  aux  diffëreuces  mêlées. 

625.  On  appelle  équations  aux  différences  mêlées 
celles  dans  la  composition  desquelles  entrent  à  la  fois  les 
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coefficients  différentiels  et  les  différences  finies  d'une 
fonction,  comme  aussi  celles  dans  lesquelles  figurent  les 
coefficients  différentiels  d'une  différence  ou  les  diffé- 
rences d'un  coefficient  différentiel.  Des  équations  de  cette 
nature  se  rencontrent,  non-seulement  à  l'occasion  de 
problèmes  de  géométrie  qui  ne  sont  guère  que  de  pure 
curiosité  y  comme  celui  du  n^  précédent,  mais  encore 
dans  les  recherches  analytiques  qui  se  rattachent  à  l'in- 
tégration complète  des  équations  aux  différences  par- 
tielles, et  à  la  détermination  des  fonctions  arbitraires 
d'après  des  conditions  physiques  données. 

Supposons,  pour  prendre  un  exemple,  qu'une  fonction 
fx  soit  assujettie  à  vérifier  l'équation 

Z^— /'(^-h2/)-*'[/i+/(^+î^0]  =  «>  ('3} 
^,/ désignant  des  constantes  :  si  l'on  pose^/2:==^,  a/ — A>t, 
cette  équation  prendra  la  forme 

^  +  A*(A/  +  27)  =  o, 

et  elle  sera  aux  différences  mêlées  ^  d'après  la  défini- 
tion que  nous  venons  de  donner. 
On  y  satisfera  en  posant 

y  ^=zfx  z=.  A  cosXr  -f-  B  sin  \Xy 

A,  B,  \  désignant  des  constantes  :  car  il  vient  en  consé- 
quence de  cette  supposition, 

/or +/ (^  4- 2 /) = 2[  A  cos^(:p + /) -h  B  sin  X(jr  + /)]  cos  V, 
f^ — /(^4-2/)=2[AsinX(^-}-^  —  BcosX(j;  +  /)]sinX/, 
/'^— /'(^+2/)=2[AcosX(ar  +  /)  +  Bsin  X(x-f-/)]X  sin  V, 

d'où,  en  vertu  de  Téquation  (j  3), 

2[A  cos  \{x  4-  /)  4-  B  sin  X(r  4-  /)]  p<  sin  X/—  k  ^  ces  M]  =  o. 
Si  donc  on  désigne  par  A,,  B,  des  constantes  indétenni- 
necs,  et  par  1,  I  unt»  des  racines,  en  nombre  infini,  de 
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rëquation  transcendante 

X  «in  X/ —  k*  cos  X/=  o,  (i4) 

on  pourra  poser,  à  cause  de  la  forme  linéaire  de  l'équa- 
tion (i3), 

^=3  2.  A,  cos  X/jp  +  2.B|  sinX^y 

la  sommation  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  Tin- 
dice  /'. 

La  formule  précédente  donne 

2.A|C08Xrr  =  7[/r+/(-^a?)]=:  fr,  (i5) 

2 .  B;  sm  X^  =  ^fx  — /(—  :f)]  =Fx;  ( 1 6) 

et  par  là  on  arrive  à  la  détermination  des  coefficients  Â„ 
B/,  quand  la  fonction^  est  donnée  entre  les  limites 
— l^-^-l,  ou  quand  les  fonctions  £r,F^,  dont  la  pre- 
mière est  nécessairement  paire ,  et  la  seconde  nécessai- 
rement impaire,  sont  données  entre  les  limites  o,  /• 

En  effet,  si  Ton  désigne  par  i'  une  valeur  particulière^ 
et  d'ailleurs  quelconque,  de  l'indice  /,  on  tirera  de  l'é- 
quation (i5) 


/. 


.   /X/sinXi/.cosXî*/ — X^sinX^/.cosXA 

=2.A,^ — ' — xT=x^ — ^ — y 

En  vertu  de  l'équation  (14)9  ^^  coefficient  de  A,-  s'éva- 
nouit pour  toutes  les  valeurs  de  /  différentes  de  i  ;  lors- 
que i=ij  ce  coefficient  se  présente  sous  la  forme  ^  et  il 
a  pour  valeur 


on  en  conclut 


2X,/+sin  2X1/, 
4X         ' 


JÇkil  cosXiÇ.fWÇ 

aX,/  -f-  sin  aX,/ 
Ij'équation  (16)  donne 

2 .  BiX,  cos  \x  =F'a:  » 
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^^Het  par  conséquent 


1 


En  général,  les  intégrales  de  toutes  les  cquations  li- 
néaires, aux  différences  mêlées,  s'expriment  par  des 
sommes  d'exponentielles,  de  sinus  ou  de  cosinus,  qtii 
ont  pour  paramètres  les  racineti  en  nombre  infini  d'uni; 
équation  transceadante,  et  qui  sont  affectés  de  coefficients 
constants  et  arbitraires. 

Lorsque  l'équation  aux  différences  mêlées,  linéaire  ou 
non  linéaire,  est  susceptible  de  s'intégrer,  d'abord  par 
rapport  aux  différences  finies,  ensuite  par  rapport  aux 
différentielles,  ou  réciproquement,  on  dit  qu'elle  est  aui 
liifférences  successii'es ;  et  l'on  peut  concevoir  qu'elle 
résulte  immédiatement,  ou  d'une  différentiation  effecluét 
sur  une  différence,  ou  d'une  différence  prise  après  une 
différentiation.  Ainsi  rien  n'empêcbe  de  regarder  l'équa- 
tion (lo)  comme  une  équation  aux  différences  succes- 
sives; car,  en  la  traitant,  on  a  d'abord  déterminé  la 
fonction  y  X  par  une  opération  équivalente  à  une  inté- 
gration aux  différences,  et  ensuite  on  est  remonté  de  la 
fonction /*.r  à  la  fonction^  par  une  intégration  pro- 
prement dite. 

S  3.  Noiioni  sur  le»  équations  aux  différence*  Bniea,  ■  deun  variabks 
indiipendanies. 

626.  Nous  ne  quitterons  pas  cette  matière  sans  par- 
ler brièvement  de  l'application  du  calcul  des  différences 
finies  aux  fonctions  de  deux  variables. 

Soit  z  une  fonction  de  deux  variables  x,y,  qui  crois- 
sent par  différences  constantes  ia,  4>';   désignons  par 
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A^Zy  ^^z  les  difTéreqces  partielles  de  la  fonction  Zj  prises 
en  faisant  varier  séparément  x  et  /,  et  par  Az  la  diffé- 
rence totale  :  on  aura 

A,A^z  =  A^A;b;5,     z  +  ^=z  +  ^xZ  +  ^j(z-+-  A^^z), 

d'où  A2=A,2-|-A^z-|-A,A^,  résultat  qu'on  peut  exprimer 
par  réquation  symbolique 

Az  =  [(i  4-  A,)  (i  +  A,)  —  i>. 
On  trouverait  de  même 

.A-;8= [(i  +  A,)  (i  +  A^)  —  l]'j8, 


A''j3=[(i  +  A,)(i-f-  A^)  —  i]-^; 

et^  si  a  désignait  une  fonction  d'un  nombre  quelconque 
de  variables  a:, j'y  z....,  on  aurait  encore 

A"«=[(i  +  A,)(i  +  A^)(i  +  A,)...  — i]-a. 

Les  différences  Ax,  A;^  étant  supposées  constantes,  ou 
peut  les  prendre  égales  à  l'unité  [583]  et  admettre  que 
les  variables  x^j  passent  par  la  série  des  nombres  natu- 
rels :  dans  ce  cas  la  fonction  z,^  désigne  le  terme  géné- 
ral d'une  table  à  double  entrée  [f  i6];  x  et }"  sont  les 
indices  ou  les  numéros  d'ordre  des  deux  entrées  de  la 
table  y  ou  des  deux  bandes  horizontale  et  verticale  aux- 
quelles appartient  la  case  dans  laquelle  est  inscrite  la 
valeur  z,^. 

Quelles  que  soient  les  valeurs  constantes  ou  variables 
des  différences  Ar,A;^,  les  différentes  valeurs  dont  la 
fonction  z  est  susceptible  ne  peuvent  être  déterminées 
et  coordonnées  en  table,  que  si  l'on  détermine  la  série 
des  valeurs  par  lesquelles  passe  la  variable  x  et  celle  des^ 
valeurs  par  lesquelles  passe  la  variable^.  Appelons  ij  i 
les  indices  de  ces  deux  séries  :  x  sera  une  fonction  dé- 
terminée de  rindice  /,  et^  une  fonction  déterminée  de 
l'indice  f\  donc  on  pourra  regarder  z  comme  une  fonc- 
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tion  des  indices  i,  i^  qui  sont  des  variables  discontinues, 
jouissant  essentiellement  de  la  propriété  de  croître  par 
différences  constantes,  égales  à  Tunité.  Donc  réciproque- 
ment, dans  tous  les  raisonnements  indépendants  de  la 
forme  de  la  fonction  Z;^^,  on  peut ,  sans  en  restreindre 
la  généralité,  supposer  Aar=i,  A^^=i. 

627.  Pour  indiquer  seulement  la  nature  des  relations 
exprimées  par  les  équations  aux  différences,  dans  les- 
quelles figurent  plusieurs  variables  indépendantes,  pre- 
nons l'équation  très-simple 

^*+t.  jr+i  =  ^*,  7+1  -f-  ^*./,  (a) 

et  admettons  que  Ton  donne  la  fonction  z^^,^=i^x  :  on 

tirera  de  l'équation  proposée 

et  par  conséquent 

On  déterminerait  de  même  z^,,,  z^^^^ et  enfin  z^.^, 

jr  ayant  une  valeur  positive  quelconque,  et  x  une  valeur 
positive  ou  négative. 

Ija  fonction  initiale  î^  reste  arbitraire,  et  en  outre 
les  intégrations  successives  introduisent  dans  les  fonc- 
tions f,^, f,j:,  etc.,  des  constantes  arbitraires,  dont  la 
série  prolongée  jusqu'à  Tinfîni,  sera  implicitement  dé- 
terminée si  l'on  assigne  la  fonction  z^^  pour  toutes  les 
valeurs  positives  de  y. 

Mais  si  Ion  donne  la  fonction  Zo^f=^^y  pour  toutes 
les  valeurs  de  j^  tant  négatives  que  positives ,  la  fonc- 
tion z,^o=fj^  ne  reste  arbitraire  que  pour  les  valeurs 
négatives  de  x^  et  elle  est  au  contraire  implicitement 
déterminée  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  la  même 
variable.  En  effet,  Ton  tire  de  l'équation  (a) 
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on  déterminerait  de  même  23^,  «^4^, ....  z«^,  x  ayant 
une  valeur  positive  quelconque,  et^  une  valeuj*  positive 
ou  négative. 

On  peut  considérer  l'expression  de  z^^  qui  s'étend  à 
toutes  les  valeurs  de  /  et  aux  valeurs  positives  de  Xj 
comme  ayant  une  étendue  comparable  à  celle  de  l'ex- 
pression de  la  même  fonction  qui  s'étend  à  toutes  les 
valeurs  de  x  et  aux  valeurs  positives  de  /  :  cependant 
la  première  ne  comprend  essentiellement  qu'une  fonction 
arbitraire  Yoj  qui  doit  être  donnée  entre  les  limites 
— oo,-|-oo;  tandis  que  la  seconde  comprend  deux 
fonctions  arbitraires  j  savoir  f<y2;  qui  doit  être  donnée 
entre  les  limites  — ao  ,-|-30  ,et  Fp^  qui  doit  être  donnée 
seulement  entre  les  limites  o, -|-qo.  Ce  fait  d'analyse 
tient  à  ce  que  les  variables  Xyj  n'entrent  pas  symétri* 
quement  dans  l'équation  (a),  et  il  a  de  l'analogie  avec  le 
cas  de  réduction  des  fonctions  arbitraires,  dans  les  in- 
tégrales des  équations  ordinaires  aux  différences  par- 
tielles, oii  les  plus  hautes  dérivées  de  la  fonction  ne  sont 
pas  de  même  ordre  par  rapport  à  chaque  variable  in- 
dépendante; mais  il  offre  de  plus  cette  circonstance 
singulière  (qui  ne  nous  paraît  pas  avoir  été  remarquée) 
que  le  nombre  des  fonctions  arbitraires  indépendantes 
varie  selon  le  signe  dont  les  valeurs  numériques  des 
variables  indépendantes  se  trouvent  affectées. 

Pour  les  valeurs  négatives  de  y^  la  table  des  quan- 
tités Zgj  se  construirait  sans  qu'on  eût  besoin  de  connaître 
autre  chose  que  la  fonction  t^  entre  les  limites  ±00  : 
en  effet  l'équation  (a)  donne 

^*,-i=fX^+i)— f«a:,.  2x,-«=fo(^+2)— afo(«îP+i)-f-f«^>  etc. 
Au  contraire,  la  construction  de  la  table,  pour  les  va- 
leurs négatives  de  .r,  exige  qu'on  assigne  la  fonction  Fojr 
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entre  les  limites  ±co ,  et  en  outre  la  fonction  ijc  entre 
les. limites  o,  — oo  ;  car  on  tire  de  réquatioo  proposée 

équation  anx  difierenœs,  d'oik  Ton  ne  peut  tirer  js.,^  que 
par  une  intégration  relative  k  /,  qui  amène  ane  cons- 
tante arbitraire.  Le  psssage  de  sl.,, ^  à  s^-a./  en  amènerait 
one  antre,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons  que  nous  voulk>ns  construire  la  table  des 
valeurs  de  la  fonction  js«^  seulement  pour  les  valeurs 
poûtives  de  Xjjr^  et  qu'on  ait  z^«p=f«j£=i,  pour  toutes 
ks  valeurs  positives  de  x.  Admettons  de  plus  qu'on 
ail  z^^^^=:i^  et  x^^^^:=F^jr=o  pour  toutes  les  valeurs  posi- 
tives ée  findioe  j^  :  il  vient,  par  suite  de  ces  hypothèses. 


i.a 


-,  .—X  *(^— 0— '*(^— ')(^— ^), 
^  t.a  i.a.3 

j(jr  —  i)  (x — a) . . .  (jT — x+ 0  - 

-      — 5  j 

i.a.o...^ 

c'est-à-dire  que  la  fonction  z^^  définie  par  Téquation  (a\ 
est,  en  vertu  des  hypothèses  sur  les  fonctions  initiales^  le 
coefficient  de  a''-^  b^  dans  le  développement  de  la  puis- 
sance (a-|-ô)'. 

Si  x^j'  désignaient  des  variables  continues,  la  sur&ce 
dont  Tordonnée  verticale  est  z,^^  pourrait  être  construite 
pour  toutes  les  valeurs  positives  de  .r,  moyennant  qu^oa 
donnerait  la  valeur  de  la  fonction  pour  toutes  les  va- 
leurs de^*  et  pour  les  valeurs  de  .r  comprises  enti'e  o  et 
-|-i,  ou  la  bande  de  la  surface  ix>mprise  entre  le  plan 
des  yz  et  un  plan  parallèle  mené  à  la  distance  x=  i .  En 
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effet,  soit  F(.r,^)  la  foiictioD  donnée  entre  ces  limites, 
on  aura 

^x+.,/^  F(a?,7)-f-F(j:,7-—  i), 

«x+a.7=  F(a;,7)+  aF(a:^—  i)  4-F(a;,7— 2), 

et  ainsi  de  suite. 

628.  Considérons  encore  l'équation 

à  laquelle  on  peut  donner  la  forme 

a;^x-.  ,,, = a;^?,,^-  , ,  (B) 

et  qui  est  analogue  à  l'équation  des  cordes  vibrantes 

d*z d^z  . 

Il  y  a  ceci  de  remarquable  que  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (^)  aux  différences  partielles,  savoir 

z  =  (p(a:  +7)  +  ^{x  —  /),  {z) 

Çy^  désignant  des  fonctions  arbitraires,  satisfait  aussi  aux 
équations  (p)  et  (B)  aux  différences  finies,  comme  on  le 
vérifie  sans  difficulté. 

La  table  des  valeurs  de  la  fonction  z,^  se  construit, 
en  vertu  de  l'équation  (p),  pour  toutes  les  valeurs  des 
variables  x^y^  si  l'on  donne  arbitrairement,  pour  toutes 
les  valeurs  de  x^  les  deux  fonctions  z,,o^=foa:,z,,,=fi^; 
car  il  vient  : 

^r.3=f,(^+a)+f,:F+f,(;r-2)-f^(;r+i)-f„(:r-i),  etc. 

^*.-.=f«(a:+2)+fo^+f«(^-2)-f.(^+i)-fi(^-05®^<^- 
Avec  les  mêmes  données  on  déterminerait  dans  l'inté- 
grale {£)  les  fonctions  f  et  ^  ;  car  on  aurait 

<p:r  +  ijar  ==  i^Xj     ^x  +  ^x  —  2)  =  f ,  (^  —  i), 

d'où 

^x  —  ^x — 2)  =  fo^ — f,(a; — i), 
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équation  aux  différeuces  finies  l'nlre  ileus  v.iriables,  qui 
Tait  connaître  la  fonction  i{;  et  par  suite  la  fonction  ç. 

Il  vient  f=^,  si  l'on  a  entre  les  fonctions  f„,  f,  la  re- 
lation 

et  alors  l'intégrale  prend  ta  forme 

2..r  =  îLiJ'  +  X)  +  Uoi^—J^)- 
Admettons  que  la  fonction  s,^,  ne  soit  donnée  qu'entre 
les  limites  .l'^ai,  j.'^/,  mais  que  les  fonctions  z„_^,  ;,, 
soient  assujetties  à  rester  nulles  pour  toutes  les  valeurs 
de  ^:  on  aura,  en  vertu  de  ces  conditions, 

f.7=— f»(— r))      !         I   f.^— f„(— :r), 

f.{/+7)  =  -f=(^-7),i  _  °"  |f.(/+^)=f.(^-/> 
La  première  de  ces  équations  nous  montre  que  la  fonc- 
tion („,  prise  dans  toute  son  étendue,  est  impaire;  la  se- 
conde, que  cette  fonction  est  périodique;  en  sorte  qu'il 
suffit  qu'elle  soit  donnée  entre  les  limites  6,1  d'une  pé- 
riode, pour  qu'elle  doive  être  réputée  donnée  dans  toute 
rétendue  de  son  cours. 

Quand  x,j'  désignent  des  variables  continues,  l'équa- 
tion (z)  n'est  plus  qu'uoe  intégrale  particulière  de  Té- 
quation  (?)  à  laquelle  on  satis&it  plus  généralement  par 
la  formule 

^.,7 =t{.^+ xM.^,x)]  +  'l'[^ — r>^.(^,r)] ,     (Z) 

ij^x^,  étant  des  fonctions  arbitraires  de  J7,_^,  assujetties 
seulement  à  ne  pas  changer  de  valeur  quand  ces  variables 
augmentent  de  l'unité. 

Au  lieu  de  prendre  iLx=i,  \yr=i,  on  peut  supposer 
Sx=hy\y==ii,  h  désignant  une  constante  quelconque; 
et  suivant  qu'on  regardera  les  variables  x ,  y  comme 
discontinues  ou  comme  continues,  on  exprimera  encore 
par  (z)  ou  par  (Z)  l'intégrale  générale  de  l'équation 
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qui  peut,  à  cause  de  A^=A/=A,  se  mettre  sous  la 
forme 

Dans  ce  cas  les  fonctions  ri^  xAi  se  trouvent  assujetties 
à  ne  pas  changer  de  valeur  quand  x  o\x  y  augmentent 
de  A;  ou,  si  l'on  veut,  vi  et  x^^  sont  fonctions  des 
quantités 

sin-y-j  cos— T-,  sm-—^,  cos-—-'  (H) 

Faisons  converger  la  constante  h  vers  zéro  :  à  la  li- 
mite 1  équation  (B,)  se  changera  dans  Tëquation  {b)  ;  et 
comme  les  fonctions  (H)  éprouvent  une  solution  de  con- 
tinuité pour  h=o^  Téquation  (2),  délivrée  de  ces  fonctions 
discontinues,  et  qui  est  d'ailleurs  indépendante  de  h^ 
donnera  l'intégrale  la  plus  générale  de  l'équation  (B,),^ 
dans  l'hypothèse  de  la  continuité  des  variables  et  pour 
A=:o;  c'est-à-dire  qu'elle  donnera  l'intégrale  la  plus  gé- 
nérale de  réquation  (6),  comme  cela  résulte  directement 
de  la  théorie  des  équations  aux  différences  partielles  in- 
finiment petites. 
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Page  3i3,  ligne  7  en  remontant,  o/^w  cédant  à  l'actinn  de 
pesanieiir,  ajoutez  et  dont  la  vitesse  resterait  très-petite,  p 
l'effet  des  frottements  et  des  autres  résistances. 
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